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Je voudrais ici partager un travail que j’ai effectué sur la composition de Mathématiques
Générales de I'agrégation externe 1978. La Section 1 présente 1’énoncé d’un probléme trés
voisin de celui qui a été effectivement donné en 1978 puisque seulement les deux questions
originelles I11.B.5 et I11.B.6 de la derniére partie, que je considére comme purement tech-
niques et assez gratuites, ont été supprimées. J’ai aussi fractionné et détaillé un certain
nombre d’autres questions, jugées trop abruptes, dans le but de rendre le probléme plus
abordable et formateur. La solution proposée a la Section 2 est personnelle.

1 Enoncé du probléme

Dans tout le probléme, w désigne un entier pair strictement positif, €} représente un en-
semble de cardinal w, et P (£2) représente I'ensemble des parties de 2. Le cardinal d’un
ensemble fini E est noté |E|, et la classe d’un entier n modulo 2 est noté 7. La notation
Z1X,Y] représente 'anneau des polynomes a deux indéterminées et a coefficients dans Z.
Si m € N*, la notation N,, représente I’ensemble {1,2, ..., m}.

Les notations et certains résultats de la partie I seront utilisés dans les parties II.B et
ITI.B. Les parties II et III sont indépendantes I'une de I'autre.

Partie I
LA. Généralités
I.A.1. Vérifier que P (2) muni de la loi ”différence symétrique” définie par

(r,y) = +y=(zUy)\(zNy)

est un groupe abélien.
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I.A.2. Démontrer que P (2) peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel sur le
corps a deux éléments Fo = Z /27 = {G,T} pour la loi + définie en I.A.1. Grace a quelle
propriété particuliére de cette loi de groupe cela est-il possible 7

I.A.3. Quelle est la dimension de P (2) 7 Donner une base de cet espace.
I.A.4. Vérifier que lapplication a de P (2) x P (£2) dans Fy définie par
a(z,y) = |z Nyl
est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur P (§2). Cette forme bilinéaire sera

appelée ”forme bilinéaire naturelle sur P (£2)”.

I.A.5. Soient D () la droite vectorielle de P (€2) engendrée par ©, et H (Q) = D (Q)*
I'orthogonal de D (£2) pour la forme bilinéaire a. Décrire H (€2), et retrouver ainsi la
formule

CO+C24 . +C . 402 =271,

Quel est le noyau de la restriction de la forme bilinéaire naturelle a H (Q2) ?
[.B. Codes et Polynémes des Poids

Les sous-espaces vectoriels de P (§2) sont appelés les codes de P (£2). Si C est un code de
P (), on désigne par C* son orthogonal. Pour toute permutation s de €2, on désigne par
S endomorphisme de P (€2) définie par

x—3(x)={s(t) /tex}.
On dit que deux codes C et C' de P (2) sont isomorphes s'il existe une permutation s de
Q telle que 5(C) =C'.

I.B.1. Un code C est dit auto-orthogonal si C = C*. Quelle est la dimension d’un code
auto-orthogonal ? Démontrer que si C est auto-orthogonal on a D (2) C C C H ().

Soit C un code de P (€2). On appelle polynéme des poids de C et on note Pc(X,Y)
I'élément de Z [X, Y] défini par

P (X,Y)= ZXlx\yw—\m\.
zeC

I.B.2. On pose w =2m et Q = {t1,ta, ..., tm, U1, U, ..., Uy, }. Construire un code auto-
orthogonal dont le polynéome des poids est P, (X,Y) = (X 24 YQ)m. Soit I" (©2) ’ensemble
des codes auto-orthogonaux dont le polynéme des poids est P, (X,Y). Démontrer que
deux éléments quelconques de I' (€2) sont isomorphes.

1.B.3. Dans cette question, on suppose que w = 2m est un multiple de 4 et ’on note
toujours

Q= {t1,t2, ..., tm, U1, U2, ..., Um } -



On définit le code B,, engendré par

{t1,te, st} {ua,ug,.yum} et {tn,tj,un,uj} avec h # j et (h,j) € N2,

I.B.3.a. On pose 1 = {t1,t2,...,t;m} et pour tout 2 < h < m, g, = {t1,tn,ur, up}.
Démontrer que la famille (ep,);p,,, est libre, puis que B, est un code auto-orthogonal.
En déduire que (6h)1§h§m est une base de B,,.

1.B.3.b. Si p est une partie non vide de N,,,, on pose

{ xy = {tn /h € p} U{un/h € p}
yp=A{th/h e pn}U{uy/h e Ny\u}.

On pose aussi 2y = yg = 0. On note B/, la partie de P (Q2) définie par

B, ={x,/pn CNy et |u| pairt U{y,/pn C Ny, et |u| pair}.

On admet les relations suivantes

Ty = g ep et Yu = €1 +$Nm\ﬂ
hep
h#1

qui prouvent 'inclusion B/, C B,. Démontrer que si u C Ny, et y/ C Ny, alors 7w+ p/ =
p+p et p+ ) = p+ /. Démontrer ensuite que B, est un sous-espace vectoriel de P (£2),
puis déduire Pégalité B, = B,,.

1.B.3.c. Déduire des questions précédentes que le polyndéme des poids de B, est
1

Qu (XvY) = 2

(X2+YH)" + (X2 -Y2)" + 2Xx7)™).

1.B.3.d. On dit qu’un code auto-orthogonal est pair si les cardinaux de tous ses éléments
sont multiples de 4. Vérifier que le code B,, défini ci-dessus est pair dés que w est multiple
de 8.

I.B.3.e. Si w = 16, on se propose de construire un code Bfy non isomorphe a Big et
dont le polynome des poids est Q16 (X,Y). On remarque que (Qs (X,Y))? = Q16 (X,Y).
Si

Q = {tl,tg, ...,tg, ULy Uy «vey ug} 5

on note ' = {t1,to, t3, t4, u1, uz, us, ug} et Q" = {ts, s, t7, ts, us, ug, uy,ug}. Soit C’ (resp.
C") un code de Q' (resp. ) du méme type que Bg. On construit le code

116 :CI+C//: {$/+$///$/ EC/ et x// ECII}
de P (€). Calculer le polynome des poids Qs de Bfs. On pose

T = {t17t27t37t4}
E={yeBi/ly=4et [xNy| =2}
£ = {y € Blg/ Iyl = et |zny| =2},



Montrer que |J y = Q, puisque | y = 2. On admettra que ces égalités sont encore
yee yee”
vraies si 'on remplace © = {t1,t2,t3,t4} par n’importe quelle partie x de cardinal 4 de 2

et si Pon prend soin de conclure & |J y=Q oua |J y = Q" cette fois-ci. Expliquer
ye& ye&l
brievement pourquoi Bfy et Big ne sont pas isomorphes.

I.B.4. Soit C un code de P (€2). On se propose de démontrer 'identité de Mac Williams
(1963) :
24mC P (X,Y) =P (Y- X, X +Y). (MW)

I.B.4.a. Soit f : P(Q2) — M une application a valeurs dans un groupe abélien M

dont la loi est notée additivement. On pose (-1)Y = 1 et (=1)' = —1, et on note
f:P(Q) — M la fonction définie par

flay=> ()" f(y).
yeP(Q)
Démontrer que pour tout code C de P (f2), on a
> f@) =2 Y f(y).
zeC yeCL

I.B.4.b. Ecrire la formule de la question précédente avec M = Z [X,Y] et

f: PEQ) — Z[X)Y]
z - Xlelyw=lel,

Montrer ensuite que 'identité de Mac Williams sera bien démontrée si ’on prouve que
fa) =@ —x) (x +y)e W

pour tout x € C. Démontrer cette derni¢re formule (Indication : Dans I'expression som-
matoire donnant f, on pourra écrire toute partie y de P (£2) sous la forme y = y; +y2 avec
y1 C x et yo C Q\x).

Partie 11

II.A. Invariants d'un groupe fini

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n > 1 sur le corps des complexes C. Si g est
un endomorphisme de V', on note Tr (g) sa trace. On note /d ’endomorphisme identité
sur V', Aut (V) le groupe des automorphismes de V', et G un sous-groupe fini de Aut (V).

I1.A.1. Soit V< le sous-espace vectoriel de V formé des vecteurs v tels que g (v) =w
pour tout g € G. Soit pg 'endomorphisme de V' défini par

1
pc—ng-

geG



I1.A.1.a. Montrer que Im (pg) = V& et que pg est un projecteur de V.
I1.A.1.b. En déduire la formule
dim VG e Z Tr (g
|Gl ey
IT.A.1.c. Si G’ est un groupe fini quelconque et si ¢ : G' — Aut (V') est un morphisme
de groupes, on pose

Ve = {veV/VdeG o¢(d) W) =0v}.
Démontrer la formule plus générale
, 1
dim (V ) = @ Z Tr
g eq’

IT.A.2. On choisit une base e = (eq, ...,e,) de V, et 'on note A l'algebre C[X7, ..., Xy,
des polynomes d’indéterminées X7, ..., X,, et a coefficients dans C. A tout élément g de
Aut (V') on associe I’application o4 : A — A définie de la maniére quivante :

Si g (en) = >  vjnej pour tout h € Ny, et si P (Xy,...,X,) € A, alors
j=1

n
(P) (X17"'7 nyleﬁ Z’YJ’H,X
j=1

IT.A.2.a. Montrer que o4 est un automorphisme de l'algébre A, et que I'application

U: Aut(4) — Aut(4)

g = Og

est un homomorphisme de groupes.

IT.A.2.b. Soit Ay (k € N) le sous-espace vectoriel de A formé des polynémes homogeénes
de degré k. Quelle est la dimension aj de Ay 7 Vérifier que o4 (A;) = Ag pour tout g
appartenant a Aut (A).

On notera gy = 044, la restriction de o4 & Ay, et 'on dira que gy est I'automorphisme
de Ay définie par g.

ILA.3. On pose A = {P€ A, /Vge G o04(P)=P} et ar(G) = dim (AY). De-

+o00 400
montrer que les séries enticres Y apz® et > aj (G)2* ont des rayons de convergence

k=0 k=0
strictement positifs.
II.A.4. Soit g € G. On pose
+oo
= kzzoak (G) Zk et W Zrkz



+o00
IT.A.4.a. Montrer que la série > ri2* posséde un rayon de convergence > 1.
k=0

II.A.4.b. On suppose que la matrice de g dans la base e est diagonale et on la note
diag (a1, ..., ). Exprimer r, en fonction des complexes ag, ..., a, et de l'entier k. En
déduire ’égalité Tr (gx) = .

II.A.4.c. On se place maintenant dans le cas général ot g € G. Montrer que g est
diagonalisable, et en déduire I'égalité Tr (gx) = 7.
I1.A.4.d. Utiliser les questions II.A.1.c. et II.A.4.c. pour montrer 1’égalité

1 1
o (2) = @g%;det(fd—zg)'

pour tout z tel que |z]| < 1.
I1.B. Algebre associée aux polyndémes des poids

On utilise les notations, définitions et résultats des parties I.A, I.B et II.LA. On note G le
groupe des matrices engendrées par

111 oo, (L0
=m0l 1 1) @=L o 1)
b

Si P(X,Y)€C[X,Y]etsig= ( i ;

) € G, on rappelle que (cf. ILA) :

0y (P)(X,Y) =P (aX +cY,bX +dY).

I1.B.1. Soit C un code auto-orthogonal de P (€2). On rappelle qu’alors dimC = % et que
tous les mots de C sont de cardinal pair. En utilisant la formule de Mac Williams (MW),
démontrer que Fe (X,Y) est invariant par les transformations lorsque g € G.

I1.B.2. Quelle est la nature géométrique de 'endomorphisme ;o 7 et celle de p 7 En
déduire la nature de la composée pp puis 'ordre du groupe monogéne H engendré par pp.
Montrer que H est un sous-groupe distingué de G. Expliciter le quotient G/H, puis en
déduire le cardinal de G.

On pose A = C[X,Y] et on utilise les notations de II.A pour n = 2.

I11.B.3.a. Décomposer la fraction rationnelle GTX)l(erf) en éléments simples dans
R (X).
II.B.3.b. Calculer le déterminant det (Id — zg) lorsque g est une réflexion ou une

rotation de I'espace euclidien R?. En utilisant IT1.A.4.d, en déduire que

1
(1—-22)(1-2%)

Dg(2) =

pour tout complexe z tel que |z| < 1.



I1.B.4. Si r est un réel, on note [r] sa partie entiére. En utilisant les question II.A.4.
et I1.B.3.b, montrer que la dimension ay, (G) de l'espace AkG des polynémes homogenes a
deux variables de degré k invariants par G est

[%] + 1 si k est pair,
0 si k est impair.

ai (G) = {
I1.B.5. On considére 'algébre
A'=C[R(X,Y),Qs(X,Y)] ={P (P (X,Y),Qs(X,Y)) /P(X,Y) e C[X,Y]}

engendrée par les polynomes

P(X,Y)=X2+Y%et Qs (X,Y) = % ((X2 +Y2) (X2 -2 4 (2XY)4) .

On note A la composante homogene de A’ de degré k. En remarquant que les polynomes
P et Qg ont déja été introduits en I1.B.2 et 1.B.3, démontrer les inclusions A’ C A% et
Al C Akq Comme P; et Qg sont homogenes de degré 2 et 8, la composante homogene Aj,
sera engendré par la famille

(Pl -

(i,j)ENXN et 2i+8j=Fk

Démontrer que cette famille est libre, et en déduire 1'égalite A’ = AC.

II.B.6. On pose A (X,Y) = X?Y? (X2 — Y2)2 et 'on remarque que
Qs = P} —4A.

Démontrer que si C est un code auto-orthogonal de P (), le polynome FPe (X,Y) appar-
tient & ’algebre

Z[Py(X,Y),A(X,Y)] = {P (P (X,Y),A(X,Y)) /P(X,Y) € Z[X,Y]}.

Partie 111

Dans cette partie on considére ’espace vectoriel @“ muni du produit scalaire canonique
défini par

(v, W) — vaw = v + ... + V.0, € Q.

lorsque v = (v1,...,v,) et w = (wy, ..., wy,). On dit qu'un sous-groupe additif L de Q¥ est
un réseau de Q¥ s'il existe une base e = (ey, ..., €,) de Q“ pour laquelle L est ’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires & coefficients entiers relatifs des vecteurs ey, ..., e,. Dans
ce cas, on note L = Zej + ... + Ze,, et 'on dit que e est une Z-base de L.



IIT.A. Généralités sur les réseaux

III.A.1. Soit L un réseau de Q“. On appelle dual de L, et on note L°, 'ensemble des
vecteurs v € Q¥ tels que v.w € Z pour tout w € L. Démontrer que le dual d’un réseau est
un réseau.

ITI.A.2. Soit L un réseau de Q¥ et e = (ey, ..., €,) une Z-base de L. On considére une
famille €’ = (¢}, ..., e.,) de w vecteurs dans L, et 'on note P¢ la matrice carrée de taille w
dont les colonnes sont formées des coordonnées des vecteurs e} dans la base e.

ITI.A.2.a. Montrer que ¢’ est une Z-base de L si et seulement si det (Pg) ==£1

III.A.2.b. En déduire que la valeur absolue du déterminant d’une Z-base de L par
rapport & une base orthonormale de Q¥ ne dépend que de L. Cette valeur est appelée
volume de L et notée Vol (L).

III.A.2.c. Démontrer que Vol (L) Vol (L%) = 1.

III.A.3. Dans cette question, M désigne un sous-groupe additif de Q“ engendré par
un nombre fini d’éléments €/, ..., e, de Q.

III.A.3.a. Montrer I'existence d’au moins un réseau L qui contient M.

ITI.A.3.b. Soit (e, ...,e,) une Z-base de L. Pour tout k € N,, on appelle Ly le sous-
groupe additif engendré par ey, ...,ex. Démontrer par récurrence sur k que M N Ly est
engendré par k vecteurs de Q“. En déduire que le groupe M est engendré par w vecteurs.

II1.A.3.c. Déduire de la question précédente que, si M contient un réseau de Q“, alors
M est lui méme un réseau de QY.

ITI.A.4. On suppose que w est un multiple de 4. Soit (wy, ..., w,,) une base orthogonale
de Q* telle que pour tout j € {1,...,w} on a w;.w; = %. Soit A, ’ensemble des vecteurs

v= ). Ajwj tels que
1<j<w

(a) les A\; sont entiers et tous de méme parité,

(b) Z A; est multiple de 4.
1<j<w

Démontrer que A, est un réseau de Q“, et que A? = A,,.
IIT.A.5. Soit L un réseau de Q“. Démontrer qu’il existe un entier d > 1 tel que
L C 7%, puis que I'on peut définir D'entier dz, = Min {m e N*/m|v|? e N}. Pour tout

entier naturel k, on note ¢ (L) le nombre de vecteurs de L de carré scalaire %. Démontrer

Iinégalité
w
| k
e, (L) < <2d ——l—l) ,
dr,

+0o0 .
puis en déduire que la série S ¢ (L) €™ est absolument convergente lorsque z appartient

au demi-plan supérieur ouvert du plan de Cauchy.



On pose
+o0 )
0L (2) = e (L) e*m/dr,
k=0

Comme la série est commutativement et associativement convergente, on peut aussi écrire

0r (Z) — Z ei(v.v)ﬂ'z

veL

II1.B. Codes et réseaux

ITI.B.1. Démontrer qu’il existe une base orthogonale (v1,...,v,) de Q% telle que I'on
ait v;.v; = % pour tout j € {1,...,w}. Dans la suite du probléme, on choisit une telle base
et on désigne par R le réseau qu’elle engendre.

I11.B.2. Dans cette question, on se propose de montrer que les Z-bases orthogonales
de R ont toutes le méme ensemble image par la surjection canonique de R sur R/2R.

ITI.B.2.a. Soit v/ = (v}, ...,v,) une base orthogonale de Q“. On note P?" la matrice

de passage de la base canonique e vers la base v. Calculer la matrice * (Pg) PY et en

déduire la formule

IIL.B.2.b. Calculer (Vol (R))%. En déduire que, si v/ = (v}, ...,v/,) désigne une Z-base
orthogonale de R, alors

s 1
1 (v25) = 5
j=1

Utiliser cette derniére relation pour montrer qu'il existe des entiers €; (1 < j < w).valant
+1 et tels que {v],...,v),} = {e1v1, ..., e,vs }. Conclure.

ITI.B.3. On note 2 'ensemble image d’une Z-base orthogonale de R dans R/2R. On
désigne par v I'image de v dans R/2R. Le groupe-quotient R/2R est muni d’une structure
naturelle d’espace vectoriel sur le corps a deux éléments Fy = Z/2Z. On munit cet espace
de la forme bilinéaire symétrique 8 définie par 3 (U,w) = 2v.w.

Vérifier que l'espace vectoriel R/2R muni de la forme bilinéaire § est canoniquement
isomorphe & P (€2) muni de la forme bilinéaire naturelle a. On identifiera dorénavant

R/2R et P (Q).

ITI.B.4. Soit C un code de P (£2). On note L (C) l'image réciproque de C par la
surjection canonique de R sur R/2R =P (Q).

ITI.B.4.a. Montrer que 2R C L (C) C R. Utiliser la question ITI.A.3 pour démontrer
que L (C) est un réseau.



II1.B.4.b. Montrer que (2R)” = R. En déduire L (C)° € R puis L (C)° = L ().

IT1.B.4.c. Soit (uy,...,u,) une Z-base de L (C). Expliquer pourquoi (@, ..., U,,) engen-
dre l’espace vectoriel C. On pose d = dimC, et l'on suppose que (@y, ..., Uq) est une base
de C quitte & modifier 'ordre des vecteurs. Soit X le sous-groupe engendré par les vecteurs
ut, ..., uq. Montrer que pour tout j > d + 1 il existe z; € X tel que u; =u; —x; € 2R.

II1.B.4.d. On conserve les notations de la question précédente. Démontrer que

(us ey U1 ey 0

est une Z-base de L (C), puis que (2u1, ...,2ud,u2l+1,...,u£)) est une Z-base de 2R. En
utilisant la question ITI.B.2.b, déduire alors I’égalité

Vol (L (€)) = 25 ~4im(©),

ITI.B.5. Dans cette question on démontre la formule Fe (05 (2), 3 (2)) = Orc) (2) -
ITI1.B.5.a. Montrer que les séries

261271' k+ Z ot Z i2mk2z

convergent pour tout z appartenant au demi-plan ouvert supérieur du plan de Cauchy.

ITI1.B.5.b. En notant que 'on peut écrire

2

Py (2) = Z T et g (2 Ze QZ,

m impair m pair
mEeZ meEZ

montrer que

“+00
. ﬁz
Pe(ey(2),p5(2) = > wne’™
h=0
ou

n=3"

zeC

m; impair et n; pair
{(ml,---,m|x|,n1,---,nw_|x) e€z”/ { mi+ .. +md +ni+..+n? g = P }‘

||

III.B.5.c. Montrer que 0c)(2) = Z dpe™3% on Aj = {veL(C) /vv= %} et
dn = |Ap].
II1.B.5.d. En écrivant ’ensemble Aj comme la réunion disjointe
— h
Ap = UAh,m ou Ap , = {UEL(C) /T = et v.vzg},
zeC

montrer que dp = v,. Conclure.

10



2 Solution proposée

I.A.1. La loi + est interne et commutative. Montrons qu’elle est associative. On a

(z+y)+z=[TFTy) NzJUl(z+y)NZ
:[(g;my)u(fﬂy))ﬂz]u[(( Ny)U(@ny)) Nz
N

=[(zny)NnE@TNy))Nz]U(zNyNZ)U(ETNyYNZ)
=[(@Uy)n(zug)n2zu(znynz)u@nynz)
=[(@nyUleny)nzu(znynz)u@nynz)
=@TNyN2z)U(NyN2z)U(NYNZ)U(TNyYyNZ).

Cette derniére expression est invariante par permutation circulaire, donc
(z+y)+z=(Wy+z2)+z

et la commutativité de + permet d’obtenir (z +y) + 2 = x + (y+ 2), ce qui prouve
I’associativité.
L’¢élément neutre est () car = + () = z. Enfin le symétrique de z est z puisque z + z = §).
I.LA.2. (P(Q),+,.) est un espace vectoriel sur Fy puisque (P (2),4) est un groupe

abélien, et puisque la loi externe définie par 0 x z = ) et 1 x z = x vérifie bien les quatre
axiomes d’un espace vectoriel :

a) lxz=ax (trivial)

b) (/\+u) X x = (/\><$> + (i x @). En effet

<O+i)X$:<OX$)+<iX$) puisque = () + x
et (i+i)xx:(ixx>+(ixx> puisque () = z + x.

La propriété particuliere de la loi de groupe + nous permettant de vérifier ce deuxiéme
axiome est x + x = () vérifiée pour toute partie x.

) Ax (x+7y) = ()\ X x) + ()\ X y) (trivial)
d) A x (hx )= ()\u) x x (trivial)
Remarque : On aurait pu utiliser la bijection

Uv: P — Fg

Z = Xz

qui & une partie x de 2 associe la fonction caractéristique x,, pour transporter la structure
d’espace vectoriel de FS sur P (). On définit alors une loi interne et une loi externe
dans P (Q) par transport de structure, et il suffit de vérifier que ces lois ne sont autre
que la différence symétrique + et la multiplication que 'on vient d’introduire dans cette
question. Cette méthode permet aussi de transporter la structure d’algébre de Fg’ sur
P (), la multiplication interne étant alors égale a la loi intersection N.
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I.A.3. Onsait que |P ()| = 2¥ et que P (€2) est un Fa-espace vectoriel. Nécessairement
dimp, (P (2)) = w. On retrouve ce résultat en exhibant une base de P (2). Si Q =
{t1,...,tu}, et si Pon note z; le singleton {¢;}, alors toute partiec x = {t;,,...,t;, } de

s’écrit
Tr = (13:“) + ...+ (13:%) ,

et cela prouve que (z1,...,2,) est un systéme générateur de P (€2). Ce systéme est une
base de P (£2) parce qu’il est générateur et possede dimp, (P (£2)) = w éléments.

Remarque : On peut vérifier directement que (X7, ..., X,) est libre en retournant a la
définition, 'implication suivante étant immeédiate :

(Al.Xl) ot (xw.xw) — = A== A, = 0.

I.A.4. I’application « est clairement symétrique. On a

a(z+a’y) =|(z+a)Nyl 5 l@ny)+ @yl S lenyl+ 20yl -2z 0Nyl

=lzny[+]' Nyl =a(z,y) +ao(,y).

(1) provient de la distributivité de N sur +, et (2) peut se visualiser sur un diagramme de
Venn. On a aussi

a(Ox,y) =10Ny[=0=0x a(z,y) eta(im,y) =lzNyl=1x a(z,y)

donc « est bilinéaire a gauche (et par conséquent aussi & droite). Pour démontrer que «
est non dégénérée, il faut prouver

Vy a(x,y)=|zNyl=0=x=70.

Ecrire |z N y| = 0 signifie que le cardinal de U'intersection Ny est pair. On montre alors la
contraposée de 'implication ci-dessus : si x était non vide, on pourrait choisir un éléments
t dans x, et Pon aurait |z Ny| =1 pour y = {t}.

I.LA.5. On a D (Q2) = {0,Q}. Comme est non dégénérée, on a

dimH (2) +dimD () = dim P (?) = w donc dimH (Q) =w — 1.
H (2) est donc un hyperplan de P () et 'on aura |H (2)| = 2¥~1. Par ailleurs
reHQ) e a(x,?)=0<|2NQ| =0« |z| pair.

Le cardinal de H (Q2) est donc aussi égal au nombre de parties de 2 de cardinal pair, et
cela entraine

CO+C24 . +C . 402 =271,
On a

(x € Keralya)) < = € H () et (vg/eH(Q) a(w,y):|acﬂy|:0)

& |z| pair, et pour tout y tel que |y| soit pair on a |z Ny| pair. (*)
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Si x veérifie (x) et si x ¢ {0,Q}, alors il existe t € Q\ {z}. On choisit ¢’ € x et 'on pose
y = {t,t'}. Alors

el = e {1} = [ (] =1

en contradiction avec (x). Cela prouve que Keraly ) C {0,Q}. Comme l'inclusion
réciproque est évidente, on aura

Ker aly ) = {0,Q} =D (Q).

Remarque : On a D (Q) = {0, Q} € H(Q) = D (Q)* ce qui prouve que D (Q)ND ()" =
D (Q) # {0}, ce qui ne constitue pas une contradiction avec le fait que a est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée.

LB.1. Si C = C!, alors dimC* + dimC = dim P () = w entraine dimC+ = %. Ainsi
|C| = 2% est pair et I.A.5 donne C C H (). En prenant 'orthogonal des deux membres,
CL > H(EQ)T dou € D> D(Q).

I1.B.2. » On a
Pw (X, Y) (X2 + Y2 ch X2ky2 m—k) ch X2kyw 2k
k=0 k=0

et

ZXMYW lz| — ZN Xkyw—k
zeC

ou N (k) =[{z € C/ |z| = k}|. Comme C est auto-orthogonal, C C H (£2) et tous les mots
x de C seront de cardinal pair. Donc

m
ZN 2]{3 X?kyw 2k
k=0

Trouver un code C tel que Pz = P,, revient donc a construire un sous-espace vectoriel C
telle que

vk € {0,...,m} N (2k)=Ck,
{ vk € {0,...[%2]} N(2k+1)=0.

Construisons les éléments de C de la fagon suivante : une partie = de P () appar-
tient & C si et seulement si il existe une partie {t;,,...,t;, } de {t1,....tm} telle que x =
{tiy, s iy, Wiy, .-y wiy }. 11 est facile de voir que C est bien un sous-espace vectoriel. On a
aussi N (2k) = CE et N (2k + 1) = 0 pour tous k, par construction.

» Vérifions que C est auto-orthogonal. On a

CcCtevVeyeC Jzny=0&Ve,yeC |rNy| est pair

et cette derniére affirmation est triviale puisque I'intersection de deux parties = et y de
cardinaux pairs est encore une partie de cardinal pair. Comme {{t1,u1},... {tm,um}} est
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une base de C, dimC = m et l'inclusion C C C entre deux espace de méme dimension
sera une égalité.

» Montrons que deux éléments C et C’' de I' (Q2) sont isomorphes.
Si C € T'(Q), alors N (2k) = C¥, pour tout k € {0,...,m} et |C| = 2™. En particulier si
k =1 il existe exactement m éléments de C de cardinal 2, notons-les :

{tl,ul} s oo {tm, um} .

On a {t;,u;} N {tj,u;} pour tous i # j. En effet {t;,u;} # {t;,u;} par hypothese, et

{t;,ui} N {tj,u;} = {t} entrainerait o ({t;,w;},{t;,u;}) = [{t}| =1, ce qui contredirait le
fait que C est auto-orthogonal. Par conséquent

Q = {tl,tg, ...,tm,ul,u2, ,um} .

Comme dim C = m, comme le sous-espace vectoriel V' de P (€2) engendré par les vecteurs
{t1,u1}, ..., {tm, um} est de dimension m et comme V' C C, on déduit que ({t1,u1}, ... {tm, um})
est une base de C.

Le méme raisonnement appliqué a C’ donne
/ / / / !/ / !/
Q - {tl,tQ,...,tm,ul,UQ,...,um}

et montre que ({¢},u}},...{t},,u,,}) est une base de C'. 1l est alors facile de vérifier que
la permutation

s: Q — 0
/

t; +—

/

up U

est telle que 5(C) = C'. En effet, tout mot = de C s’écrit

r= Y {ti,u)

sC{1,...,m}
et admettra pour image le mot
E(x) = Z {t;svu;s
sC{1,...,m}
qui appartient bien a C’. Ainsi 5(C) C C’ et 1'égalité des cardinaux donne 5 (C) = C'.
I.B.3.a. » On a

m m

Z)\heh =0=Vk>2 M=o« (uk,Z)\heh) =0

h=1 h=1

et donc aussi \; = 0 en remplagant.

» Comme m est pair, I'intersection de 2 éléments quelconques du systéme générateur
de I’énoncé est de cardinal pair, donc B,, = (BW)J‘ et B, est auto-orthogonal.
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» (eh)1<p<m €st un systéme libre a m éléments de B,,, et dim (B,,) = m puisque B,, est
auto-orthogonal. Donc (g4), <h<m ©st une base de B,,.

I.B.3.b. » Si p C N, et @/ C Ny, alors

B+ =FEu)\(@Eny)=@Eur)n@Eng)=(
ptp = pUp)\(pNp) = pup)n(pnp)=(u

donc i+ p/ = p+ 1/, et

{ p+ = (pu) N (wn) = (pUW) N EUK) = (W NE) U (nN )
ptp = (pup)n(pnp)=@pup)u@png)=Enm)uEny)
donc p+ p/ = p+ 4.

» Montrons que B/, est un sous-espace vectoriel de P (£2). Tout d’abord B/, est triviale-
ment stable par multiplication par 0 ou 1. Ensuite il s’agit de vérifier que B/, est stable
par addition. On envisage les 3 cas possibles :

a)
zp+ay ={tn/hept+{th/hep}+{uy/hept+{un/heu}
={tn/hep+p'}+{un/hep+u}
= Zurw € B,

b)

Yu+yw ={tn /b € p}+{tn/h € p'} +{un/h € Ny\u} + {un /b € Nyy\i'}
={tn/hep+p}+{un/hem+u}
={tn/hep+p}+{un/hep+p} (puisque i+ ' = p+ )
= 24w € Bl

c)

tpt+yy =f{tn/hept+{tn/hep}+{un/hep}+{un/heu}
={th/hepn+u'}+{un/hecp+u}
={tn/hep+p'}+{un/hep+u} (puisque p+ /' = p+ 1)
= Yutw € B,
» Montrons que B/, = B, : On a déja B!, C B,,. Réciproquement, B/, est un sous-espace

vectoriel qui contient le systéme générateur (€p);<j<,, de B, puisque :

er={t1,t2, ... tm} = yo
Vh € {2, ,m} Ep = {tl,th,ul,uh} = T{1,h}-

Par conséquent B, D B,,.
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I.B.3.c. On a

Qu(X.¥)= 3 XFulys-ul 3 Xlwlye-lul
#CNp, pCNy,
|| pair |pe| pair

On a aussi [2,| = 2 ul, [y.| = m,

{1 C N /|ul =2k} = Cof et [{1 C Ny / |l pair}| =271,
On déduit

o3

Qw (X, Y) — CTQrLkX4kyw—4k + 2m—1mew—m.
k=0

On retrouve le polynéme de 1’énoncé puisque

(V)" 4 (X2 =YY" 4 (2XY)")

— % <§: C’,]%XQk}/Qm—Qk + icﬁl (_1)m—k X2ky2m—2k> + 2m—1XmYm
k=0 k=0

— CTanX4kyw—4k + 2m—1mew—m — Qw (X, Y) )

I.B.3.d. Les éléments de B, sont de la forme x, ou y,, et 'on a |z,| = 2|u| avec |u|
pair, et |y,| = m. Ainsi B, sera pair si et seulement si m € 4Z, i.e. w € 8Z.

I.B.3.e. » On a

T (X,Y) = Z el [+ [y 9 [ 19— || (Qs (X,Y))2 — Ou (X Y).
(x/’m//)ec/xc//

» Montrons que |Jy = . Pour tout couple (h,j) € N2, tel que h # j, on a
ye€

{tn,tj, un,u;} € €, donc

Q= U {th,tj,uh,uj} C UyCQ.

h#j yes

» Montrons que |J y=. Ona
ye&!

Q= {tla t2> ---)t8;u1;u2) ---;UB} — {tlatQ; t3,t4,U1,U2,U3,U4} U {t5at6a t7,t8,U5,U6,U7,U8}.

Siy e & alors |z Ny| =2 donc il existe ¢, j € {1,2,3,4} tels que y D {t;,t;}. On montre
alors que y ne peut pas couper Q”, ce qui prouvera l'inclusion J y C €. Comme
ye&!
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inclusion réciproque est évidente (en effet {t;,t;,u;,u;} € £” par construction et pour
tout couple (7, 7)), on en déduira ’égalité.
On a ainsi y D {t;,t;} et y € Bfydonc y = 2’ + 2" avec 2’ € C' et 2" € C". Les éléments
de C’ sont de la forme (I.B.3.b) 2’ = z,, ou y,, et on envisage 2 cas :

-Sia) =z, alors y = & + 2" O {t;,tj,u;,u;}, et Phypothese |y| = 4 entraine
y = {ti, tj, ui, uj} C &,

- Si 2’ =y, alors y D {t;,tj,ux, w} ou l'on a pos¢ {i,j,k, 1} = {1,2,3,4}, et
'hypothese |y| = 4 entraine y = {t;,¢;, up, i} C .

» Si Bjy et Big étaient isomorphes, les parties a 4 éléments de By et Big devraient se
correspondre par une permutation. Si ’on pose

Ex={y€Bis/ |yl =4et [zNy|l=2}
& ={yeBis/ lyl=4et [xNny|l =2},

il devrait exister une partie a 4 éléments x de € et une partie a 4 éléments T de € telles
que les éléments de &, se déduisent de ceux de &£ par une permutation. Alors &, = &%,
ce qui est absurde puisque

U y = Q tandis que U y= ou Q.

yeEs yee!
I.B.4.a. On a
EED WD WEIEIITEDS () sw
xeC zeC yeP(Q yeP(Q) \zeC
= (Z <—1>6> F)+ > (Z(—l)a“’y)) )
yeCt \zeC ygCL \zeC
=28 S f )+ Y (Z(—va) £ )
yecL ygCLt \zeC

et la formule sera démontrée si I'on prouve que 3 (—1)*®¥) = 0. Soit y ¢ C* fixe. 11
zcC

existe alors 7 € C tel que o (7,y) = 1. Par suite

H:={zeC/a(xy =1} ={zreC/a(x—-1T,y) =0}

est un sous-espace affine de direction le noyau de la forme linéaire non nulle z — « (z
(’est donc un hyperplan affine de P (Q2) et I’'on aura |H| = 2¥~1. Cela entraine |P (2) \H

20— 20~1 = 291 pujs Y7 (—1)*¥) =,
xeC

,Y)-
|
1.B.4.b. La formule de la question précédente devient

Zf(w) — odimC Z X lvlyw—lvl

zeC yeCt
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Donc

(MW) < odimC Z xlelyw=lz| _ Z(Y _ X)|x\ (X —i—Y)w_'m'
zeCt zeC

e > fa)=Y (v-x) Xty

zeC zeC

Pour prouver (MW) il suffit ainsi de prouver 1’égalité
fa) = = )k (X 4+ y)= 7 (+)
pour tout x € C. En utilisant les indications de I’énoncé,

Fz) = Z (—1)2@y) xlvlyw-lyl

yeP(Q)

= Z (—1)@wte2) xlultlelyw=lnl-ly|
y1€x et y2CO\z

= 5& X Sb

ou

Sy = Z (_1)01(964/1)lel\ylm\—lyl\ et Sy = Z (_1)0(%@/2)lez\yw—\ml—lw\.

Yy1€T Y2 CQ\z
Le nombre de parties de z & k éléments est C"'; | donc

2|
Sp=Y_(-1FCkxtyllF = (v — x).
k=0

Par ailleurs, comme « (z,y2) = 0 pour tout y C Q\x, on obtient
w—|z|
Z L XPY el = (X vyl
L’égalité (%) s’en déduit.
IT.A.l.a. » Siv € V& alors pg (v) = % Y.g) = % Z v = v donc v € Im (pg).
Réciproquement, si w € Im (pg) il existe v € V tel que w = ( ) = el G‘ > g (v). Alors

geG
pour tout h € G,

el 2 he Bl 529

geG geqG

donc w € V&, On a montré 1'égalité Im (pg) = VE.

» Si v €V alors pg (v) € VE et la premiére partie de la preuve ci-dessus montre que

pc (pe (v)) = pe (v) .
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Autrement dit pg o pg = pg et pg est un projecteur de V.
II.A.1.b. On a

r (pa) ]G] ZTY

geG

si bien que la formule de I’énoncé sera prouvée si I'on démontre que Tr (pg) = dim (VG).
L’application pg est la projection sur Im(pg) = V¢ parallélement a Ker (pg). Soit
(v1,...,v;) une base de V¢, et (vgi1,...,v,) une base de Ker(pg). La matrice de pg
dans la base v = (v1, ..., vy,) sera

1 00 ... 0
0 10 0
Mat (paiv) = | 00 0
0 0 0 0

d’ou Tr (pg) = k = dim (V).
IT.A.1.c. Posons G = ¢ (G’). La question II.A.1.b permet d’écrire

dim (V') = dim (V) = P ZTr (%)

Chacun des éléments g de G s’écrit g = ¢ (¢') ou ¢ € G’ et 'on a

{g"EG'/go( //)_g} {g”GGI/QD( 1"_1— 1)=Id}:g'.(Kerg0)

donc
" / " / red
H{g"€G /e (d") =9} =9 Kerp)| = [Kerg| = ar
En remplagant dans (%) :
. G’ G ].
dim (V ) = dim (V ) |G| |Kerg0| %l TI' |GI gg/ TI'

Remarque : On obtient une amélioration de la question précédente qui montre que la
formule reste vraie dans le cas général ou I'action de G’ sur V n’est pas forcément fidéle.

I1.A.2.a. » On aclairement oy (AP 4+ Q) = Aoy (P)+04 (Q) et 04 (PQ) = 04 (P) 04 (Q)
pour tous scalaire A et pour tous polynémes P et (). On a aussi 07q = Ida, donc oy est
un homomorphisme d’algébre de A dans A.

» Si M représente la matrice de g dans la base e, ce qu’on notera M = Mat (g; ), on a

04 (P) (X1, ... Xn) = P (X1, ... Xp) M),
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ce que l'on notera plus simplement
Og (P) =P ((X17 7Xn) M) :
Si g,g' € Aut (V) posons N = Mat (¢;e). On a

(cg004) (P) =04 [0y (P)] =0y (P)(X1,... Xp) M = P((X1, ..., Xp) MN) = 0goq (P)

donc
Vg,g'eAut(V) Ogog! = 0gO0g.

Cela prouve que :

1

a) 04 est un automorphisme de A. En effet, pour ¢’ = ¢~ on obtient

Idgy=o01g=0g0041 et Idga=014=04100,

de sorte que o4 soit bijective, d’inverse (7,)"" = Tg-1.
b) ¥ est un morphisme de groupes.

ILA.2.b. » { X" X5%.. X2}, 1 4o,k €St une base de Ay, et le nombre de n-uplets
d’entiers (axq, ..., o) tels que ag + ... + a,, = k est C§_1+k, donc a = C§_1+k.

» Pour montrer 'inclusion o4 (A;) C Ay, il suffit, par linéarité, de montrer que

g (XOVXG2X0) € Ay

Om,
n
dés que ag + ... + a, = k. Comme chacun des polynémes (Z Vi . j> est homogéne
i=1

de degré au,, le polynéme

aq Qn

Og (XilngQ...XS") = Z"}/lej Z’anXj
j=1 J=1

sera bien homogeéne de degré k. On aura de la méme maniére 0,1 (Ag) C Ay d’on
Ay, C o4 (Ag) en composant des deux cotés par o4. En conclusion o4 (Ay) = Ag.

+o00o
II.A.3. On a ax (G) < ai pour tout k, donc la convergence absolue de apz* entrain-
g
k=0
+o00
era celle de > ay (G)2*. On a
k=0
lawia]  CNe (n+ k) -1  n+k
|ak| Cﬁ—u—k k+D)!n—D"(n+k-1)! k+1
+00
donc khT % = 1 et le rayon de convergence de la série entiere S apz* sera R = 1.
—Too k=0
+o0o
Celui de > a, (G) 2* sera donc > 1.
k=0
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II.A.4. ¢/6 = Id donc toutes les valeurs propres de g sont de module 1, et m
1
det(Id—zg) sera >
et définie sur le disque ouvert |z| < 1. Elle est donc développable en série entiére sur ce
+oo
disque et le rayon de convergence de rizk
k=0

sera bien définie si z = 0, ou si ‘%‘ # 1. En particulier la fonction z —

sera > 1.

IT.A.4.b. Aucun des «; n’est nul puisque g est bijective. Si |z] < 1,

1 1 n “+oo +00
ki k
el = Zai = T2
T 7~ (2o 0 sy~ LL{ 2 e [ =2 m

avec

rE = Z a’fl...aﬁ".

ol+...Fan=k
Par ailleurs M = Mat (g; e) = diag (o, ..., o, ) entraine
I (Xle;“?...X’gn) = o, (Xflxgz...xﬁn) = (1 XD)M ... (X))
- (a’fl...a’;n) Xk Xk
d’ou

Tr (gx) = Z ok akn =y

a1 +...tan==k

II.A.4.c. ¢l¢l = Id et C est algébriquement clos, donc ¢ annule le polynome scindé
XIGl — 1 dont toutes les racines sont simples. Cela montre que g est diagonalisable. I
existe donc des automorphismes u et ¢’ de V' tels que

Jd =ulgu et Mat (¢s€) = diag (a1, ..., o) .
Alors

1
det (Id — zg) det Id—zg

ZTr gk 2#  dapres ILA.4.b

= ZTr (gr) 2% car g} = uglgkuk.

Finalement Tr (gr) = 7.
I1.A.4.d. La question II.A.1.c implique

(A7) = Tr (
ar (G) = dim 1€l t;g; r (gk)
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Alors, pour |z| < 1,

+oo +oo +oo
26 (2) =Y a (@)= [ C T F ) = =2 (ngk)z’“) ,
k=0 k=0 ‘ ’gGG ’ ‘gGG k=0

soit

1 1
Og (2) == — Z _—
|G| prerd det (Id — zg)

en utilisant II.A.4.c.
I1.B.1. II suffit de démontrer que o, (FPe) = Fc et 0,(Fc) = Fc. On a dimC = % et
C = C+. La formule de Mac Williams donne
22 x Pp(X,Y) =P (Y —X,X+Y)
d’ou

fﬁ()ﬂ}f)::5%—2::0/__)()ﬂ()(*_ij—m
zeC

1 || 1 w—|z
> (E (v - X)) (E (X + Y)) — 0, (Re) (X.Y)
c’est-a-dire o, (FP¢) = Pc. Par ailleurs

0, (Pe) (X,Y) =" (=X (v)» " =3 Xl (v)o = P (X, Y)
xeC xeC

puisque |x| est pair dés que x € C, et cela donne bien o, (F¢) = .
II.B.2. » On a
3 s 3T :
_ [ cosf  sin<f o [ cosm sinm
H sin?jT’r —cos?jT’T p sinm —cosmw )
On reconnait des matrices de réflexions du plan euclidien (que 'on supposera orienté).
Plus précisément :
3

v = réflexion d’axe la droite d’angle polaire < (modulo 7),
p = réflexion d’axe la droite d’angle polaire & (modulo 7),

et ’on en déduit que pu est la rotation d’angle 2 x (% — 3%) = I (modulo 2m).
L’automorphisme py sera donc d’ordre 8 et |H| = 8.

» Comme p? = Id = p?, les éléments de G seront soit Id, soit des produits de 1'une des
4 forme suivante :

(L) WP Hpl s HUPH--pIP 5 PUP--[LPfL OU €NCOTE PLP... 4P
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Montrer que H est distingué dans G revient donc & montrer que x (p,u)k x~! € H pour tout
k € {0,1,...,7} et pour tout x € G. Puisque x est de I'une des quatre formes ci-dessus,
cela revient & prouver les quatre assertions suivantes :

() pteH (1
(w)*pted (2
(o) ul e H (3
(ow)*pteH (4

~ —
N

La vérification est facile puisque (up)_l =ptu=t = pu. Sik#0, on écrit :

D) plew* o =p (o) . (o) p~" = () ... (1) p
= (up)* = (pp) " € H.
@) plew)* = p(pn) .. (o) p~t = p(pp) .. (ppt) p
= (up)" " = (o) "V e H.
(3)  wlew)* p = plpp) .. (o) pt
= (up)* = (ow) " € H.

@) p(ew)* ot = p(ow) ... (ou) p~*

= (up)* ™" = (pu)"*V € H.

Si k=0, on vérifie (1) a (4) en suivant la méme méthode.

» Dans G/H, on a pii = Id. Tous les éléments g de G sont listés en (£) ci-dessus, si
bien que les seules classes possibles dans G/ 'H soient Id, p, @ ou ;p. Mais p = (pu) p
entraine p =T ; et 'on a 7ip = fpppm = u? = Id. On peut donc conclure 4

G/H = {Id,p} et |G/H|=2.
Finalement
|G| =|G/H| x |[H| =2 x 8 = 16.
» Le groupe G est la réunion disjointe des classes Id = H et 5 = pH, donc
G = {Id, pi (o) ooy (o)™, s (1) s (p11)” p, - (pu)7p}-
Comme ppu est la rotation d’angle 7 et comme p est une réflexion laissant invariant

I'octogone régulier, on peut affirmer que G est le groupe diédral D (8) de 'octogone
régulier.
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I1.B.3.a. On a
(X*—1) (X* 1)
= (X =1’ (X + 1) (X - ) (x - e7F)

x (X —eF) (X =) (X =) (X - e7F)
= (X -1)*(X +1)° (X — ei%) (X - e—i%) (X — i) (X +1) (X _ ei%”) (X _ e—i?’r”)
= (X =12 (X =) (X = e ) (X =) (X +0) (X = F) (X = e 7F).

sl

On aura donc une décomposition en éléments simples de la forme suivante dans C :

1
=t
a b c d e e
f(X):X—l+(X—1)2+X+1+(X+1)2+X—ei%+X—e—i%
L L g _—+ g,w.(*)

X—i X+i x_g% Xx_eiF
Les coefficients a et b sont obtenus en posant h = X — 1 et en divisant 1 par le polynome
AR =X +D) (X" + X+ X+ X'+ X} + X2+ X +1)
= (h+2) ((h+1)7+(h+1)6+(h+1)5+(h+1)4+(h+1)3+(h+1)2+(h+1)+1>
= h® + 10R" + 44h° + 112h° + 182h* + 1961 + 140h° + 64h + 16

suivant les puissances décroissantes de h, et & 'ordre 2. On trouve :

_ 1 1 2
1—A(h)><<16 4h>+h R (h)
d’ou
1 1 1
F(X) = h2A(h)  16h2 BT
et
1 1
a——Z etb—1—6.

Comme f (X) est paire, 'unicité de la décomposition en éléments simples et la comparaison
des décompositions de f (X) et de f(—X) montrent que c = —a =1 et d =b = k.

Posons f(X) = (X2—1)1(X8—1) = gg% On a

B (X)=2X(X®-1)+8(X*-1) X" =10X" - 8X" —2X.
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Avec ces notations, on sait que les coefficients correspondant aux poles simples sont donnés
par :

S‘B/(ﬁ) 8iv2’
_A@) 1
/ B'(i)  16i’

Enfin on calcule

e e _ 1 1 1
X — ¢if X—e—i%_Si\/i<X—ei%_X—e—i%>
1 €T —e '
T RiIV2 X2 _RX +1
1 2i sin & 1

1
T8iIV2X2—\2X+1 8X2_\2X+1

f N ;o1 11 11
X—i X+i 16i\X—-i X+i) 8X2+1’

et

g g 1 < 1 1 ) 1 1
X—ei%r X—e_i%r 8iv/2 X—ei%r X—e_i%r 8X24+ 12X +1
En conclusion, la décomposition de f (X) en éléments simples dans R (X) sera :

1 =1 L 1 L
4 16 4 16
= + + +
(X2-1)(X8-1) X-1 (x-1)?% X+1 (X+1)
1
8

1
8

+ 8 + + .
X2—\2X+1 X241 X24.2X+1

I1.B.3.b. Si g est une réflexion, sa matrice est semblable a < [1) _01 > donc

det (Id — zg) = (1 —2) (1 +2) =1 — 22

Si g est une rotation d’angle 8, sa matrice est semblable & <

cos —sinf )
et

sinf cosf

det (Id — zg) = (1 — zcos 0)? + 2% sin 0 = 2% — 2cos 0z + 1.
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Les questions II.A.4.d et I1.B.2. permettent d’écrire

1 1 1 8 1
¢ (%) ’G‘gez;;det(fd—'@) 16 [1—22 ke§.7}22—2cosk7fz+l

1 8 1
=— + — -
16 |1 — 22 Z ( J )(z_e—z%)

ke{0,..,7y (2 — €1
d’ou
1 1 1 2
g (2) = —( + .
2(1—2%) 16" (z —1)? (Z_ﬁ) (Z_e—zz>
N 2 n 2 1 )
(2—6’2> (2—6_22) (2—6134 ) (2—6_2T> (2+1)2 .
Finalement
1 1 L 1 1 1 1
Og (2) = —=— + —— + —18 2 + 52—+ 2 + 16
¢@ =1 1 (z—172  22—V2z+1 2241 2242241 (2+1)
1

d’apres I1.B.3.a. Comme le rayon de convergence de chacune des séries m est > 1
d’aprés II.A.4.a., on peut affirmer que ’égalité ci-dessus est vraie pour tout complexe z
tel que |2] < 1.

11.B.4. Les question I1.A.4. et I11.B.3.b donnent

o _-|—<>0 G . 1 B +oo 0 +oo 5
¢ ()= 2w = -\ & ) | L
= = 7=0

d’ou
ax (G) = |{(i,7) e Nx N /2i +8j = k}|.
Bien entendu ay, (G) = 0 si k est impair. Si k est pair, chaque j € N détermine un unique

1 € 7Z tel que 2i 4+ 8) = k, et la condition ¢ > 0 s’écrit % — 45 > 0, ou encore j < %. Iy
aura donc ici [%] + 1 couples (i, ) solution dans N x N.

I1.B.5. » D’aprés 1.B.2 et 1.B.3 les polyndémes P» et (Jg sont les polynomes des
poids de deux codes auto-orthogonaux. La question II.B.1 montre alors que P, et Qg
appartiennent a A%. On a donc A’ C A%, Si l'on note A4} la composante homogene de A’
de degré k, on déduit A} C AS.

> Aj. est engendré par la famille
F={Pai} .

(3,5)ENXN et 2i+8j=k
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de cardinal a (G) d’apres I1.B.4. Si 'on montre que cette famille est libre, on pourra
écrire

ar (@) < dim A}, < ai (G)

pour conclure & dim A} = a; (G) et 4 A’ = A,

» Raisonnons par I'absurde et supposons que la famille F soit liée. Il existe alors des
coefficients A; ; non tous nuls tels que

> APl =0.
(i,4)ENXN
2i+8j=k
Soit iy le plus petit entier tel qu'il existe j avec A, ; # 0. Soit jo le plus petit entier tel
que Aj,j, 7 0. Il existe un polynome 7" € C[X, Y] tel que
Py’ (Aio,pogO + P2T) = 0.
Comme C [X,Y] est intégre, on déduit Ay, j, Qéo + P,T = 0 donc en particulier
[Aio,pogo + PQT:| (1,i) =0.

Mais alors P (1,i) = 0 et ng (1,7) = 16 entrainent A, j, = 0, ce qui est absurde.
II.B.6. Si C est un code auto-orthogonal de P (2), alors

Pe (X,Y) € A® = C[P,, Qs

d’aprés I1.B.1 et la question précédente. Comme Qg = Py — 4A, on déduit C [P, Qs] =
C [P», A], donc

Pe (X,Y) eC [PQ,A] .

Comme Pp, P> et A sont des polynéomes homogeénes de degrés respectifs w, 2 et 8, il
existera une famille {); ;} (1,/)ENXN et 2i+8j—w de complexes telle que
Pe(X,Y)= > ;PN

(i,j)ENXN

2i4+8j=w
Si I’on suppose par I’absurde que tous les coefficients A; ; n’appartiennent pas a Z, notons
Jo le plus petit entier tel qu’il existe i avec \; j, ¢ Z. Cet indice ¢ est alors unique puisque
vérifie 2i + 8jp = w (o0l w est pair par hypothese). Notons ig l'indice tel que Xy j, ¢ Z.
On a

AN NGBATTR = Pe(X,Y) = > A PN = H(X,Y) € Z[X,Y].

2i+8j=w 2i+8j=w
J=Jo Jj<Jjo
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Comme Y0 divise A%, on déduit que Y20 divise H (X,Y). Notons H (X,Y) = Y20 H; (X,Y)
ou Hy (X,Y) € Z[X,Y]. On aura

X%oy2o (X% — Y2)2j0 Z NijPiAITI0 = Y2 [, (X,Y)
2i+8j=w
Jzjo
soit

X 20 (X2 . Y2)2j0 Z /\i7jp21:Aj—jo = H (X,Y).
2i4-8j=w
Jj=>Jo
Il suffit de remplacer (X,Y) par (1,0) et de se rappeler que A = X2Y? (X2 - Y2)2 pour
obtenir

S NP (1,0) = Hy(1,0)
2i+8jo=w

ou encore (puisque P (X,Y) = X? +Y?) Ny o, = H1(1,0) € Z, ce qui est contraire a
I’hypotheése.

III.A.1. L’ensemble
O={veQ’/Vwel vuwecZ}

est clairement un sous-groupe additif de Q“. Soit e = (ey, ..., e,) une Z-base de L. Soit

* *

e* = (€], ...,€e}) la base duale de e. Comme Q“ est un espace vectoriel euclidien, on peut

identifier tout vecteur v de Q¥ avec la forme linéaire [, :  — v.z. Soit ¢; 'unique vecteur

w
tel que ef = [,. Alors (€y, ..., €,) est une base de Q¥ et si w = ) wje;,
i=1

i=1
w
(ve)lsg, =v= Z (v.e;) €.

i=1 =1

<Vw eQ¥ vw= Zwi (v-ei)> = ly= Z (v.e;)ef
>

Pour pouvoir affirmer que LY est un réseau et que (€1, ..., &,) est une Z-base de L, il suffit
maintenant d’écrire

w
ve 'S Vi ve; EZ{Z}UZZ(U.Q)& €Ze1®... D Ze,.
i=1

III.A.2.a. Notons d’abord que si ¢/ est une Z-base de L, ou bien si det (Pee’) = =41,

/ , . .
alors e’ est une base de Q“ et P = P¢ représente la matrice de passage de e vers €. Si

r € Q¥, on note X = *(z1,...,7,) le vecteur-colonne des coordonnées de x dans e, et
X' = t(x,...,z],) celui des coordonnées de = dans €. Par hypothése P est a coefficients

dans Z, et I'on sait que X = PX'.
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» Si ¢ est une Z-base de L, alors
VX = t(21,..,2,) €2 X' =P 'Xecz¥

donc P~ lest a coefficients dans Z. Comme P et P~! sont a coefficients dans Z, leurs
déterminants seront dans Z et

(det P) x (det P1) =1

entraine det P = +1.
» Réciproquement, si det P = +1 alors P est inversible dans l’ensemble M, (Z) des
matrices carrée de taille w et a coeflicients entiers puisque
—1_ 1
det P

tcom (P) € M, (Z),

et donc le systéme X = PX’ se résout en X' = P71 X avec X' € Z* dés que X € Z¥.
Cela montre I'inclusion

L C Ze| + ... + Ze,.

L’inclusion réciproque est vraie puisque X’ € Z“ entraine X = PX’ € Z*. En conclusion
L =7Zé| + ... + Zel, et € est bien une Z-base de L.

III.A.2.b. Soient v et v/ deux bases orthonormales de Q¥, et e, €' deux Z-base de L.
On a
P¢x P x Py =PY.

e

Comme det (P;’/) = =+1 (P;’l est une matrice orthogonale puisque c’est la matrice de

passage d’'une base orthonormale vers une autre base orthonormale) et det (Pee/) = =+1
(d’apres ITI.A.2.a) on déduit

det (P°) x det (Pg) — 41

d’ou

der (P9) = = [aen ()] = e () ) = aen ().

Finalement |det (PS)| = ‘det (Pf,/ )

III.A.2.c. Soit v une base orthonormale de Q. Si e est une Z-base de L, on a vu en
ITI.A.1 que € = (€1, ..., &,) est une Z-base de L. On conserve les notations des question
ITI.A.1 et ITI.A.2., et 'on pose

Pf=A=(aj) et P=B=(b).

v
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w
e = E Q;jv; = €.V = Qg

i=1

et
w w w
'éj = Zbiﬂ}i = gj.ek = 6’; (ek) = 5jk = Zbijvi.ek = Zbijaik-
i=1 i=1 i=1

Cela montre que I = ‘BA, ou encore B = ‘A71.0n en déduit immédiatement
Vol (L) Vol (L°) = (det (A)) (det (B)) = (det (A)) (det (A7) = 1.

IIT.A.3.a. Si d désigne le dénominateur commun de toutes les coordonnées des vecteurs

e}, ..., €, dans la base canonique (b1, ...,b,) de Q“, alors

Vi de € Zby @ ... d b,

b1 b
McL=(2=)®..0 (22
b= () (55)

ou L est le réseau de Z-base (%, e %”).

donc

ITI.A.3.b. M N Ly est un sous-groupe du groupe monogeéne L; = Gr (e1). C’est donc
un groupe monogéne engendré par un certain vecteur u;. Si l’on suppose que M N Ly, est
engendré par k vecteurs uq, ..., up de Q“, la projection

p: MO Lk —  Zeékt1
Ti€1 + ... + Tpt1€k+1 ' Tk41Ck+1

est un morphisme de groupes et l'image p (M N Lgy1) est un sous-groupe du groupe
monogeéne Ly, = Gr(eg11). Elle est donc engendrée par un vecteur uj, 41+ Soit ugyy €
M N Ly tel que p(ugy1) = up ;- On a

MNLgy = (M N Lk) + Zatg41.

En effet, l'inclusion M N Ly O (M N Ly) + Zugsq est triviale. Réciproquement, tout
élément x = wier + ... + Tpp1ep1 de M N Lyyy vérifie p () = xppieppn = Ay =
Ap (ug+1) pour un entier A convenable. Par suite p (z — Aug11) = 0 et cela signifie que
T — Mugy1 € M N Ly, ou encore x € (M N L) + Zug+1. L'hypothése récurrente au rang k
montre que M N Ly = Zuy + ... + Zuyg, d’ot

M n Lk+1 = ZUl + ...+ ZUk + ZUk+1

et la propriété est démontrée au rang k + 1.

Au rang w on aura

M=MnNL=2Zu + ... + Zu,
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de sorte que M soit bien engendré par w vecteurs.

IIT.A.3.c. Si M contient un réseau de Q¥, alors M contient a fortiori une base
(ef,...,e) de Q¥, et la question précédente permet d’écrire

Zel ® ... 0 Ze! C M = Zuy + ... + Zu,

d’ou

w = dim Vect (6'1', e efé) < dim Vect (ug, ..., uy) .
Nécessairement la systéme (ug, ..., u,) sera libre dans Q“, et 'on aura
M =7Zu1 & ... ® Zuy,,

ce qui signifie que M est un réseau de Q~.

ITT.A.4. » Vérifions que A,, est un sous-groupe additif de Q~.

Siv= > MNwjetv' = Y Nuwj vérifient (a) et (b), alorsv—v' = Y (Aj — X)) wj,
1<5<w 1<5<w 1<5<w
les \j — /\;- sont tous de méme parité, et

D =X)= D - D> N=0(

1<j<w 1<j<w 1<j<w
Donc v —v' € A,,. Bien entendu, A, n’est pas vide car contient le vecteur nul.
» Si tous les \; sont multiples de 4, notons \; = 4yu;. Alors (a) et (b) sont vérifiés et

Z )\jw]‘ = Z I (4wj) € Ay,

1<5<w 1<j<w
de sorte que le sous-groupe A, contienne le réseau Z (4wi) & ... & Z (4w,,). La question
ITI.A.3 montre que A, est un réseau.

» Montrons l'égalité A) = A,. Posonsv = > Mwjetv'= Y XNw;. Ona
1I<j<w 1I<j<w

(VeA)) Ve, vu= Z Ajwj |- Z Njw; | = i Z AN €Z

1<j<w 1<j<w 1<j<w

S VAL . Ay € Z vérifiant (a) et (b), D NN €4Z.  (¥)
1<j<w

e Supposons que v’ € A%, Pour \; =2, \p, = =2 et Ay = 0 dés que s ¢ {j,k}, (%)

s’écrit )\;- — A\, € 2Z, et les )\;- sont tous de méme parité. Si l'on prend \; =... =\, = 3
dans (x), on trouve 3 > X; € 4Z dou Y, X; =0 (4). On a donc montré que v’
1<j<w 1<<w

satisfaisait (a) et (b), autrement dit A2 C A,,.
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e Réciproquement, si v’ € A, il faut vérifier (*) pour pouvoir affirmer que v’ € A? et
conclure a A = A,,. Siles suites (A;) et (X)) vérifient (a) et (b), il s’agit de prouver que

Z )\j)\; € 47. (%)
1<j<w

On envisage 4 cas suivant les parités des \; et des )\;-. Siles \j et les /\; sont pairs, (#x)
est trivial. Siles A; sont pairs et les )\; impairs, on note A\; = 2u; et )\; = 2,u;- + 1 et lon
obtient

DTN =D ) @+ = D> (2m) = D =0 (

1<j<w 1<j<w 1<j<w 1<j<w

d’apres (b). Le cas ot les \; sont impairs et les )\;- pairs se résout de la méme fagon. Enfin,
si les A; et les )\;- sont impairs et avec des notations évidentes, on a

D AN

> Cu+1) @G+ = D (2 2+ 1)

1<j<w 1<j<w 1<j<w
=) N+ D Nitw=0(4)
1<j<w 1<j<w

puisque (\;) et ()\;) vérifient (a) et (b), et puisque w est un multiple de 4.

III.A.5. Le ppcm d des dénominateurs des coordonnées de tous les vecteurs d’une
Z-base de L dans la base canonique vérifie L C 2Z¢. Pour tout v € L on a donc d? o] =

(dv) . (dv) € Z, d’ont d? ||v||* € N. L’ensemble {m e N*/m|v|? e N} inclus dans N n’est
donc pas vide et posséde un plus petit élément dy.

SivelLet|[v]* = %, écrivons v = % (ny, ..., n,,) dans la base canonique. On a

i7:_$|nz|<d\/7:»|m|<[\/;].

Posons N = [d, /%} . Les w-uplets (nq, ..., ny,) appartiennent donc a ’hypercube [N, N,

et cela entraine ¢ (L) < (2N + 1)*, ou encore

Ck (L) < <2d\/%—|— 1) .

+oo
ikmz

Montrons que la série > cx (L) e
k=0

= ¢ (L) ‘ek”(ai_b)‘ =c (L) e Ok < (Zd\ / % + 1) e Ok

converge absolument quand z =a+ib et b > 0. On

a

‘Ck (L) eiknrz
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. y w . . .
Il existe donc a € R* tel que ‘ck (L) e“k”‘ < (oz\/E+ 1) e Pk ot il est facile de voir
que

(a\/E + 1)w e kT = <%>

lorsque k tend vers +oo. En effet

w w
(a\/E + 1) e RT o @k T o0k

w —+o00 w
et lim (awk5e_b'”) = 0. la série & termes positifs ) (a\/E—F 1) e PkT convergera
k—+oo k=0
+oo .
donc, et cela entraine la convergence de S ¢ (L) €™ par comparaison.
k=0

ITI.B.1. Si e = (ey, ..., e,) désigne la base canonique, on pose

1 1 1

1
v =3 (e1—e2) ; v = 3 (e1+e2) ;..; V21 = 5 (e2i—1 —e2) ; Vo = 3 (e2i—1 4+ €2;) ;...

On définit ainsi une base orthogonales qui satisfait v;.v; = %

I1I.B.2.a. Ona'’ (Pe”’) PY = (cij) ot ¢;; = vl.v', de sorte que

"7
/ / / 2 d
¢ (Pe” ) P! = Diag (v.v],...,v.,.v,,) et (det Py ) = H (vj.05) .
j=1
II1.B.2.b. La question précédente et ITI.A.2.b donnent

(Vo (R))? = (det P2)* = [ (vy.5) = 2% et (Vol (R))? = (det P;/)2 =TI (o)

Jj=1 Jj=1
d’ou

H (vévé) = 2% (1)
j=1

w
.Si 'on pose vg- = ) agjvg ol ay; € Z, alors
j=1

w
1) et (2) impliquent v,.v); = % pour tout j, donc az. = 1 pour tout j, et cela montre
pliq Vi =3P J kj P Js
Jj=1
que tous les entiers ag; sont nuls un qui vaut +1. Comme v’ est une base, il existera

nécessairement des entiers €; (1 < j < w).valant £1 tels que

{vh, ., 0} = {e1v1, .. e} -
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Par conséquent I'image de 'ensemble {v1, ..., v/, } par la surjection canonique de R sur R/2R
sera égale a celle de {v1,...,u,}.

II1.B.3. On a Q = {71, ...,T,} C R/2R. L’application

v P(Q) — R/2R
{Wil,...,ﬂim} = v, e

est bien définie, est surjective. Elle est linéaire : on a en effet

U ({Tiys oy Uiy } +{Tj1s o, Tj }) = 04y + oo F 03, + 05, + .. F 05,

puisque les éléments qui disparaissent de la somme {7;, , ..., T;,, } +{},, ..., Uj, } sont ceux qui
appartiennent a la fois & {T;,, ..., s, } et & {T};,...,Tj, }, et que les classes T correspondnat
a ces éléments sont alors comptés 2 fois dans le membre de droite, et disparaissent de la
somme puisque T + T = 0. On constate aussi

{ 3 \I/(ﬁ {Wil,...,ﬂim}) :\Il(w) =0=0.T ({Wil,...,_ﬂim}),
U (TATiys ooy Ui }) = O ({Tiys ooy Vi }) = iy + - + Vi, = LY ({Tiy, oo, Vi }) -

U est injective car sont noyau est réduit a () (c’est le vecteur nul de P (£2)).

Les systemes ({71}, ..., {U.}) et (71, ..., T,,) sont des bases respectives de P (£2) et de R/2R,
de sorte que montrer que « et 3, bilinéaires, se correspondent via W revient & montrer
qu’elles se correspondent sur chacun des couples de vecteurs de la base ({T1},...,{Tu}).
C’est évident puisque :

o (T} (T;}) = T A o 7] = { Osiiz)

71 sinon.
et
B0 (T ¥ () =T = { T oo
ITII.B.4.a. On a
R 5 R/2R L P

et plusieurs fagons d’écrire L (C) :

L) =r1C)={veR/3x={Tsy,..T;, } €P(Q) T=1v;, ... Fv;, }
= {v €R/Fx={viy,..,0i,, } EPQ) I, €Z v—(viy +...+v;,) = ZW:QMiUi} (1)
={wveR/Ie={vy,..., 0, } EP(Q) J, €Z v— (v, +...+1v;,) € ZZ};

= {v €eR/3x={7;,....0;,,} €EP(Q) v= Z)\iw et A; impair ssi ¢ € {i, ,zm}} (2)
i=1
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En prenant z = () dans (2), on constate que 2R C L(C) C R. L’ensemble L (C) est
un sous-groupe de R comme image réciproque du groupe additif C par w. L’écriture
(1) montre, par ailleurs, que le groupe L (C) est engendré par la famille {2v1,...,2v,} U
{vi, + ... +vi,, / {i1,...,im} C Ny }. La question III.A.3 prouve alors que L (C) est un
réseau.

I11.B.4.b. » Pour montrer I’égalité (ZR)O = R on peut supposer, sans restreindre la
généralité, que (v, ..., v,) est choisie comme en ITI.B.1. Alors

(2R)? = {v € Q¥ /Yw € 2R v.w € Z}

{U—ZAUZGQ“’/VUJ—ZZMZUZEZR ZAzMGZ}

=1 =1
:{U:ZAiviEQw/)\iEZ}:R.
=1

» L’inclusion 2R C L (C) entraine L (C)° c (2R)° = R. Donc
LC)’={veR/VweL(l) vwelZ}
={veR/YweL(lC) 2(vuw)e€?2Z}
={veR/VoeC B®w) =2vw=0}=L(C.
IIL.B.4.c. Comme 7 : R — R/2R est surjective, w (L (C)) =« (71 (C)) = C et Vimage

(T, ...,0,) de (uy,...,u,) engendrera ’espace vectoriel C. Sij > d+ 1 alors u; sera

combinaison linéaire de %y, ..., Uq, disons u; = Z s;u;i, donc
1=

d
u;j — Zciui €2R.
i=1

d
Il suffit de poser z; = Z G;u; € X pour obtenir uj =uj —z; € 2R.

=1

II1.B.4.d. » Le systeme (ul, ...,ud,ud+1, ,ufu) est une base de Q“ et engendre L (C)
(puisque (ug, ..., uy,) une Z-base de L (C)), donc est une Z-base de L (C).

» On a vu que 2R C L(C) en IIL.B.4.b , de sorte que tout v € 2R s’écrive sous la
forme

U_Zmﬁ Z N

i=d+1

d _ — —
Cela entraine Z Aiti;, donc A\ = ... = Ay = 0 (puisque (@y, ..., uq) est une base). Par

conséquent v s ecrlra

d w
v = Zui (2u;) + Z N, avec p;, \; € Z,
- i=dt1
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et cela prouve que le systéme (2u1, e 2ud,u2l+1, ey ufu) engendre le groupe 2R. Comme

ce systéme est clairement une base de Q“, on peut affirmer que c’est une Z-base de 2R.

» Si e désigne la base canonique de Q¥, ce qui précéde entraine par définition :

Vol (2R) = |dete (2u1, ..., 2uq, ujp q, ..., u),)|

= 2d|dete(ul,...,ud,ugﬂ,...,u;)‘:2dVol(R). (%)

Mais Vol (2R) = 2¢ Vol (R), et IIL.B.2.b donne Vol (R) = 27%. En reportant dans (x),
on obtient bien

Vol (L (€)) = 25 ~4im(©),
IT1.B.5.a. Posons z = a + b ou b > 0. Alors

_h2n(kd)? (l) ot

kQ

i2mk2z

iz (k)2 .

1
— e—b2ﬂ'k2 —0 (ﬁ)

X 400 2 (k+l)2 +o0o k2
prouve que les deux séries »  e“"™\"T2) % et Y~ "“"°% gont absolument convergentes
k=0 k=0
lorsque z est fixé tel que Im (z) > 0.

III.B.5.b. On a
Pe (2 (2) 03 (2)) = D (09 () (103 (2))~

zeC
|| w—|z|
—+00
2 2
— 2 : § : eimez 2 : eimez — 2 :Uheiﬂ-%z.
z€C | m impair m pair h=0
meZ meZ
ou
m,; impair et n, pair
J J )
v:E TNy eeey gy MLy eees My || ) € Z% .
h {( Ly eeey TN |y T01y oy Ty |x\) / m%++m‘2x|+n%++ni_‘x| =h.

zeC
III.B.5.c. On a bien

+o0o
GL(C) (2) = Z eim(vv)z — ZdheiW%Z ou dy =
veL(C) h=0

{UEL(C) Jvw = g}'

w
III.B.5.d. Comme L(C) C R tout v € L(C) s’écrit v = > A\ju; € Z“. Posons

j=1
x = {74y, ..., V;,, ; identifié a v;; + ... + v;,, par isomorphisme ¥ : R/2R — P (£2). On a
[/ w ( w
U:ZAJ'UJ' U:Z)\jvj
j=1 J=1
N — impair si j € {i1, ..., im }
VEMA & V=2 A\Tj=2="0; + ..+ Vi, < Ajest P ’
j=1 pair sinon.
w w
_1 2 _h 2 _
\ j=1 j=1
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donc

w
impair si j € {i1,...,im}, 2 _
Al = [ e A) €22/ Ay est { pair sinom, et ]Z_;Aj =h

= Up.
En conclusion

dn =Ml =) |Anal =vn et Pe(py(2),95(2) = O (2).
zeC
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