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L'usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, & fonctionnement
autonome, non imprimantes, est autorisé pour cette éprewve conformément & la circulaire n* 86-
828, du 28 juillet 1986. '

Les trois parties du sujer proposé somt indépendantes entre elles.

La partie I se place dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois ¢t étudie les
rotations « minimales » transformant une premiére basc orthonormale directe donnée en une seconde
donnée par les directions de ses éléments.

La partic II se place dans un espace vectoriel euclidien de dimension guekconque et étudie des
correspondances entre ensembles isométriques, puis la minoration d’un invariant,

La partic HI otilise ia décomposition des formes guadratiques, sur B", en ¢combinaisons de carrés
de formes lingaires pour des démonstrations de positivité. Dans tout Je probléme- Ia base canonique
de B" est notée B,, et R" est muni de la structure euclidienne définie par cette base. On note SO(n)
I'ensemble des matrices orthogonales d’ordre n de déterminant + [

I

Dans cette partie I'espace E = R* est orienté, la base canonique B, = (i, j, k) étant directe, Si
est ual élément non nul de E et O un réel, on note p(f), 8) fa rotation d’anglke £ autour de . On
rappelle qu'un angle aigu est un aagle dont e cosinus est strictement positif.

. b .
I* &) Moatrer gue, si Be[{),—zﬂ[ et 51 un vecteur V est ransformé par p(2, 8) en W, Pangic

formé par V et W est aigu.

by Montrer que p(f2, 8) = p(~ €, ~ 8). Caractériser par une condition sur la trace de leur
matrice les rotations d'angle aigu. '

Une matrice de colonnes V,, ¥V,, V, sera notée [V,,V,,V,].
2* On pose: _
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@) Vérfier que {i', ', k') est une base orthonormalc directe de E.

b) Vérifier qu'if existe un élément {7, j°, k*] de SO(3) de trace strictement supéricure 3 1, tel que
chacun des vecteurs ", j”, k" soit elément de Vensembic {i’, — /.7, — /', k', — k'}. On formera
explicitement une tefle matrice.

¢} Déterminer £2 et § pour la rotation p(D2, 8) qu'elle représente.
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3 Sont B o= [V, ¥V, V] un &&ment de SO} On note,

»
pour i= 1,2 3, V,m[[},]
LY

a) On suppose que @, st le maxtmurmn des valeurs absolues de tous les élements de R, et gue

f, majore les valeurs absolues de B, ¥, et ¥,..
i .
— Montrer que o, > 3
R _ )

— Montrer que P, = \/: (on prouvera an préalable I'égalite; B+ BS + yi + vi= 1 + ).

— Comparer o, &t ﬁ,‘y, Pyt REE
— Déduire de ce qui prétﬁ;de que Ia trace de R est stnctement supér:eure il

5 Op ne suppose plas vénfiees fes hypothéses faites en a). Montrer Pexistence d’une matrice
= [V, V3, Vi &éiément de SO(3), de trace strtctcment supéricure & 1, ¢t telle quc Y1, Vi, V) soient
élémcnts de I'ensemble {V,, — V,,V,, — V., V,, - V,L -

4° g) Soit B une base orzilonormalc que]conque de E. Montrer lexistenoe d’une rotation d¢’angle
aigy amenant les trois vecteurs de la base canomque, & 'ordre prés, & &re colinéatres 4 ceux de B.
i Démontr&r le résultat de geométrie suivant: deux cubes de méme centre et ‘de méme longueur

d'aréte se déduisent I'un de l'autre¢ par une rotation d’angle G¢ [0,;[-

¢) Soit 5 un endomorphisme symétrique de E. Montrer gu’il existe une rotation (), 4), avec
n | . . .. .
Be]0,=| -+ teile que Ies Images par celte rotation des vecteurs i, j, & de B, soient vecieurs propres

de s.

5 Ona assécié, au cours des questions précédentes, 4 un couple donné de bases orthonormales
- directes 24 rotations et on s’est .intéressé i leurs traces. Regroupant ces rotations-en-six:familles de
quatre, montrer, & partir des expressions des traces, que la moyenne des carrés des 24 traces est 1.
Retrouver ainsi les résuitais du 4°,

I

Soit E euclidien de dimensicn n 2 2. Pour {oute forme quadratique ¢ sur E définie positive on
appelle ellipsoide associé 4 g Uensemble & des xeE vérifiant g(x) = 1. Dans les deux premiéres
questions, on étudie I'isométrie de deux tels elltpsmdcs et la détermination conjointe d’ cndomorphlsmes
de E- transformant respectivement FPun’ ou Fautre“en la sphcre umte "Sl M cs! une matnce carrée
'd’ordre ne M dcsxgne la- matrice transposée. g e

1" &) On considére -la matrice : : ' s REm LT
P -1 1 '
M = [O 2 l]
1 | . |

et on lui associe les matrioes; @, = ‘MM et Q. = M'M.

— Comparer les valeurs propres de Q, et Q,.

— Montrer I'existence d’un élément R de SO(3) tef que Q, = RQ,R.

b) Soit maintenant M une matrice carrée guelconque inversible d’ordre 1 2= 2. On note encore
Q, = ‘MM et Q, = M'M.

— Montrer que @, et Q, ont méme polyndme caractéristique.

— Montrer 'existence de R ¢ SQ(n) el que Q, = ‘RQR.

2* Soit Q, et Q, deux matrices symétriques d'ordre n définies positives, et g,, 4, les formes
quadratiques admettant respectivement Q,, Q, comme matrices dans la base canonique B,.

a} Montrer que les cing propriétés suivantes sont deux a deux équivalestes ;

(i) Q, et Q, ont les mémes valeurs propres {avec méme ordre de multiplicitd).

(i) Les ellipsoides &, et &, associés 4 g, et ¢, sont isométriques.

(iii) 11 existe une isométrie positive r de E telle que g, = ¢, o 1.



(i) 1i existe une mairice M inversibife telle que Q= ‘MM et Q, = M'M.
(v) I exmiste un automorphisme f de B tel gue

vxeE, g = if(f, g0 = M0
ou f* désigne I'adjoint de f et ||-|t la norme euclidienae.

Indication : pour démontrer gue (i) — (iv), montrer que Q, = UD'U™, Q, = VD! ol D oest
une matrice diagonate et U et V deux matrices orthogonaies.

5) Soit M une matrice qui vérific la propriété 2’ a) (iv). Moutrer I'existence d'une matrice
symétrique inversible S telle que MM = Q, = §7; en déduire que M pewt séerire sous la formc
M = SP, ou P est orthogonale. Montrer que Pisométric dont P est la matrice dans la base canomique
transforme Yellipsoide &£, en &,.

¢) Soit f un automorphisme de E qui wérific la propriete 2°a} (v). On constdére une base
orthonormale B, = {u,, ..., u,) dans laquelle la matrice de g, est diagonale et une base orthonormale
B, = (v,, .., v, dans laguelie ia matrice de g, est diagonale, ccs bases étant telles que g,(x) = q{v)
pour | €1 = n, on note A, cetle valeur commune.

~ Montrer que I'image f(B,} de B, par f est une base orthogonale et que la matrice de g, dans
cette base f(B,) est diagonale.

~ Lorsque les %, | £ < nr, sont tous distinets, moatrer qgue f{u et v, sont colinéaires pour

tout .
d) On donne
3 /3 /3 50 2
e=13 3 t} @&={02090
JI 1 3 .

Déterminer une matcice M satisfaisant aux conditions :
MM = @, MM = Q,.

3* Dans cetie question on introduit un invariant associe a deux formes quadratiques définies
positives el on sc propose, 'une des formes étant fixée, de rechercher ke minimum de cel invariant
lorsque les formes sont dans la situation traitée en I1.2°

a) Soit g, et g, d’cllipsoides associés &, et &, (en geénérai non isométriques). On rapporie E i
une base B quelconque; soit Q,, Q. les matrices dans B de ¢4, ¢l 4. Montrer que la trace de
Q,Q;* ne dépend pas du choix de B. On pose J{g., ¢} = Tr (L Q:7).

b} Signification géométrique de J: une direction de droite dans E étant définic par un vecteur v
non nul, i existe A téet tel que Ave &,, on appelle rayon de &, dans la direction v Ie réel p,(®) = llAui.
On définit de méme p.{v) pour &,.

Démontrer que, pour toute base (e,, ..., e, dans laquelle la matrice (Q, de g, est diagonale,

on a
= (paed
z.; (pl(el)) J{Qi L) 4:)-

¢} La forme guadratique ¢, définie positive est fixée. Trouver le minimum de J{g,.q.07) lorsque
¥ décrit lensemble des isométnes de E,

Indication - utiliser une base orthonormale, mettre ia matrice de ¢, sous la forme Q, = §7, avec
S symétsique, et J(g,, q,) sous la forme Tr(SP7'S7'PS), ou P est orthogonale ; on reliera Ja trace
au déterminant en exploitani Uinégalisé entre la moyenne arithmétique et ia moyenne gtométrique de
n réels positifs. .

Il

On considére ‘dans cette partie 'espace R"(n 2 1), dc basc canounique B, = (e,. ..., &), ¢t on
note Q(n) l'ensemble des formes quadratiques sur cet espace. Si g et g’ sont des gléments de Q(n}
de matrices [a,) et [2)] dans B,, on définit l'eiément g + ¢’ de Q(n) par sa matrice [a,a,] dans B,
(multiplication terme a terme).

I® Soit g, I'"tiément de Q(n) dont la matrice fc,} dans B, est définie par

ey =n i, ¥i o= 1, ...,H .
o= — 1, ML el . Lmi#]



a) Verilier que g, ext positive el dépénérée ;. on déterminera en particulier les vectenrs x tels gue
go{x} = O

L

BY Bi x = xe, + - 4 xe,= Y xg, on lui associe
' |

gix) = J. (f + xd® + o+ xMPde = ,[l [E x,-t‘] di

et on pose 5.(1) = Y OY (xtt— xt)

15 )gn
~ Montrer que g est une forme quadratique définic positive sur R°: expliciter sa malrice
dans B,.

1
— Vérifier I'égalité : (g » qo}(x) = J 5.(2) de.
1]

Qu'en déduit-on pour g « g,7?

£} Soit maintenant g e Qén}, définie positive, de matrice [2,] dans B,. Démontrer que g * g, cst
définie positive; # est conseillé de procéder comme au B), par regroupements de termes dans le
développement de {g » g,)(x}.

2° Soit ¢, et ¢, éléments de Q(n), positives et de matrices respectives [a,] et [b,] dans B,; on
les suppose non nulles.

a) Montrer 1'existence de nr nombres réels Ay, i=1,...,r:j=1, ..., n, et de ns nombres
reels gy, =1, ...,5;7=1,...,n ts que

o QI(I) = q:(xlel +oeae x,,c,,) = i: ilﬁx‘i)

2

¥ h 2
* g(x) = gixe, + -+ xe) = Z z “ux‘i) )
o351 L, = Qe + oo+ Re,, Yi=1, .. ,r les veotewrs L, .. ., L, sont indépendants.
oS M, = pae, + -0 e, Yi=1, .., 5, les vecteurs M, ..., M, sont indépendants,
&) Donner une expression du produit a b, au moyen de certains nombres diwry My, € en déduire

que {g, * g,)(x} est une somme d'expressions du type (v,x, + -+ + pox. ).

<) Montrer que g, + g, est positive. Si Pon suppose, de plus, que g, et g, sont définies positives,
montrer gu'il en est de méme pour g, * g,.

3° Soit ¢ & Q(n), définic positive et dont la matrice fa,] dans B, a tous ses éléments dans HUR ES
Pour chague entier naturet non -nul &k on note g, I'élément de Q{n) de matrice [(a,)].

— Montrer que pour tout & 2 1, g, est définie positive.

Soit ¢ € Q(n) de matrice [%} dans B,.

— Montrer que g’ est définie positive.



