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Solution de la premiè re composition
de l’agrégation interne 1995

I.1.i jA + A0j · jAj + jA0j est triviale par l’inégalité triangulaire appliquée à chacun des coe¢cients.
Posons A = (aij), B = (bij), AB = (cij), et jAj : jBj = (dij). On a

jcij j =

¯̄
¯̄
¯
nX

k=1

aikbkj

¯̄
¯̄
¯ ·

nX

k=1

jaikj jbkj j = dij

de sorte que jABj · jAj : jBj.

I.1.ii En appliquant I.1.i avec B = x, on trouve jAxj · jAj : jxj. Si A > 0, x ¸ 0 et x 6= 0, les

coe¢cients de Ax sont yi =
nP
k=1

aikxk, et il existe k0 2 Nn tel que xk0 > 0. Comme aik > 0 et xk ¸0

pour tous k, on déduit yi > 0, d’oùAx > 0.

I.1.iii Montrons la contraposée : si A 6= 0, il existe i; j tels que aij 6= 0. Si Ax = y,

yi =
nX

k=1

aikxk ¸aijxj > 0

ce qui entraîne Ax 6= 0.

I.2.i Il s’agit du cas d’égalité dans l’inégalité de Minkowski. On peut le montrer directement en
é levant au carré :

¯̄
z + z0

¯̄
= jzj +

¯̄
z0

¯̄
, 2Re zz0 = 2 jzj

¯̄
z0

¯̄
, Re zz0 =

¯̄
zz0

¯̄

, zz0 2 R+
, zz0 = r 2 R+
, z0 =

r

jzj2
z , 9® 2 R+ z0 = ® z:

I.2.ii Pour n complexes zk, les inégalités triangulaires

jz1 + ::: + znj · jz1 + zkj + j bz1j + ::: + j bzkj + ::: + jznj · jz1j + ::: + jznj

entraînent, si les extrémités de ces inégalités sont identiques

jz1 + zkj = jz1j + jzkj

et d’aprè s ce que l’on vient de voir, zk = ® kz1 avec ® k 2 R+. Cela implique zk = jzkj eiµoùµ= arg z1,
et pout tout k 2 Nn.

0 [ag35] v1.00
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I.2.iii

jAxj = A jxj , 8i

¯̄
¯̄
¯
nX

k=1

aikxk

¯̄
¯̄
¯ =

nX

k=1

aik jxkj =
nX

k=1

jaikxkj

Posons zk = aikxk, on trouve

¯̄
¯̄ nP
k=1

zk

¯̄
¯̄ =

nP
k=1

jzkj et la question précédente montre l’existence d’un

réel µi tel que pout tout k, zk = jzkj eiµi . En fait µi est indépendant de i puisque c’est l’argument de
zk = aikxk et aik > 0. Donc aikxk = jaikxkj eiµ et aik étant strictement positif,

8k 2 Nn xk = jxkj eiµ

ce qui traduit x = jxj eiµ.

I.3 Posons F = (fij) et A = jF j = (jfijj). On a

Ax = Fx , 8i 2 Nn
nX

j=1

jfijj xj =
nX

j=1

fijxj , 8i
nX

j=1

(jfij j ¡ fij)xj = 0:

Posons fij = aij + ibij oùaij ; bij 2 R, alors

8i
nX

j=1

³q
a2ij + b2ij ¡ aij

´
xj ¡ i

0
@

nX

j=1

bijxj

1
A = 0

entraîne

8i
nX

j=1

³q
a2ij + b2ij ¡ aij

´
xj = 0;

où
q

a2ij + b2ij ¡ aij ¸0 et xj > 0 pour tous i; j. On déduit
q

a2ij + b2ij = aij soit bij = 0 et jaijj = aij

pour tout i; j. Finalement F = (aij) est réelle positive et A = jF j = F .

I.4.i kAk1 est bien dé …nie et appartient à R car kAxk
kxk =

°°°A
³
x
kxk

´°°° montre que les ensemblesn
kAxk
kxk =x 2 Cnn f0g

o
et

©
kA (y)k = y 2 Sn¡1

ª
où Sn¡1 = fy 2 Cn = kyk = 1g est la sphè re unité ,

sont égaux. Comme Sn¡1 est un compact de Cn (fermé borné) et comme l’application y 7! kA (y)k
est continue à valeurs dans R+, elle atteint son maximum en un point z de Sn¡1, autrement dit

9z 2 Sn¡1 kA (z)k = max
y2Sn¡ 1

kA (y)k = max
x6=0

kAxk
kxk :

On constate que si x 6= 0,

kAxk =
kAxk
kxk kxk · kAk1 kxk :

L’inégalité étant triviale pour x = 0, on peut écrire

8x 2 Cn kAxk · kAk1 kxk
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On véri… e ensuite que kk1 satisfait les trois axiome d’une norme :

a) kAk1 = 0 ) 8x 2 Cn kAxk = 0 ) 8x 2 Cn Ax = 0 ) A = 0
b) Pour tout ¸ 2 C,

k¸Ak1 = max
x6=0

k¸Axk
kxk = ¸ kAk1

c) Pour tous A;B 2 Mn (C), et pour tout x 6= 0

kAx + Bxk
kxk · kAxk

kxk +
kBxk
kxk · kAk1 + kBk1

et en passant à la borne supérieure dans cette inégalité pour x 2 Cnn f0g, kA + Bk1 · kAk1+kBk1.

I.4.ii kAk1 = max
kxk=1

kAxk = max
kxk=1

Ã
max
i

¯̄
¯̄
¯
nP
j=1

aijxj

¯̄
¯̄
¯

!
. Pour tout x 2 Sn¡1 et tout i,

¯̄
¯̄
¯̄
nX

j=1

aijxj

¯̄
¯̄
¯̄ ·

nX

j=1

jaij j donc kAk1 · max
i

0
@

nX

j=1

jaijj

1
A :

D’autre part, si i0 2 Nn désigne l’indice tel que

max
i

0
@

nX

j=1

jaijj

1
A =

nX

j=1

jai0jj ;

posons

x = t

µ
ai01
jai01j

; :::;
ai0n
jai0nj

¶
2 Sn¡1

en prenant comme convention de remplacer
ai0j

jai0jj par 0 si ai0j = 0. Alors

kAk1 ¸kAxk = max
i

¯̄
¯̄
¯̄
nX

j=1

aijxj

¯̄
¯̄
¯̄¸

¯̄
¯̄
¯̄
nX

j=1

ai0jxj

¯̄
¯̄
¯̄ =

nX

j=1

jai0j j = max
i

0
@

nX

j=1

jaijj

1
A ;

et l’on peut conclure à l’égalité demandée.

I.4.iii On utilise deux fois la propriété

8x 2 Cn 8A 2 Mn (C) kAxk · kAk1 kxk

qui provient directement, on l’a vu, de la dé …nition de la norme opérateur kk1. On trouve

8x 2 Cn kABxk · kAk1 kBxk · kAk1 kBk1 kxk ;

8x 2 Cn kABxk
kxk · kAk1 kBk1 ;
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et en passant au sup dans cette inégalité , kABk1 · kAk1 kBk1.

II.1.i Notons Spec (A) le spectre de l’opérateur A. C’est par dé …nition l’ensemble des valeurs propres
de A. Si ¸ 2 Spec (A), il existe un vecteur propre non nul x 2 Cn tel que Ax = ¸x. Notons [c1; :::; c2]
lamatrice de Mn (C) dont les colonnes sont les vecteurs c1; :::; c2 de Cn. Si X = [x; :::; x],

AX = A [x; :::; x] = [Ax; :::; Ax] = [¸x; :::; ¸x] = ¸X:

II.1.ii Si ¸ 2 Spec (A), avec les notation du i),

kAXk = j¸ j kXk · kAk : kXk ) j¸ j · kAk :

Comme ½(A) = max
¸2Spec(A)

j¸ j, on déduit ½(A) · kAk.

II.2.i Les polynômes caractéristiques de A et de S¡1AS sont les mêmes puisque

PA (X) = det (XI ¡ A) = det
£
S¡1 (XI ¡ A)S

¤
= det

¡
XI ¡ S¡1AS

¢
= PS¡ 1AS (X)

de sorte que Spec (A) = Spec
¡
S¡1AS

¢
et ½(A) = ½

¡
S¡1AS

¢
.

II.2.ii ² A est trigonalisable (car son polynôme caractéristique est scindé dans C), donc il existe une
matrice inversible S telle que T = S¡1AS soit triangulaire supérieure :

T = S¡1AS =

0
BBBB@

t1 # # #
. . . # #

O
. . . #

tn

1
CCCCA

:

On a

T k = S¡1AkS =

0
BBBB@

tk1 # # #
. . . # #

O
. . . #

tkn

1
CCCCA

de sorte que d’aprè s i), ½(T ) = ½(A) et ½
¡
T k

¢
= ½

¡
Ak

¢
. Les valeurs propres des matrices triangu-

laires T et T k sont situées sur la diagonale principale, donc

Spec (T ) = ft1; :::; tng et Spec
³
T k

´
=

n
tk1; :::; t

k
n

o

et

½
³
T k

´
= max
i2Nn

¯̄
¯tki

¯̄
¯ =

µ
max
i2Nn

jtij
¶k

= ½(T )k :

On obtient bien ½
¡
Ak

¢
= ½(A)k .
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² D’aprè s II.1.ii ½(A)k = ½
¡
Ak

¢
·

°°Ak
°°, donc ½(A) ·

°°Ak
°°1
k .

II.2.iii On véri… e sans peine que N est une norme. Elle est sous-multiplicative car kk l’est. En e¤et

N (AB) =
°°S¡1ABS

°° =
°°S¡1ASS¡1BS

°° ·
°°S¡1AS

°° :
°°S¡1BS

°° = N (A) :N (B) :

II.3.i Posons ¢ ¡1T ¢ = (cij). On a

cij =
X

k

ÃX

l

1

dil
tlk

!
dkj

oùdii = di¡1 et dij = 1
dij

= 0 si i 6= j. Soit

cij =
1

dii
tijdjj = tijd

j¡i:

II.3.ii Soit S une matrice inversible S telle que T = S¡1AS. Supposons que T soit triangulaire

supérieure. Alors tij = 0 pour tout i > j. D’aprè s II.2 et I.4, N (X) =
°°°(S¢ )¡1XS¢

°°°
1

est une

norme sous-multiplicative sur Mn (C) et

N (A) = k(cij)k1 = max
i2Nn

0
@

nX

j=1

jcijj

1
A = max

i2Nn

0
@

nX

j=i

¯̄
tijd

j¡i¯̄
1
A :

En prenant d dans ]0; 1[, et en posant ¿= max
i;j2Nn

(jtij j), on trouve

N (A) = max
i2Nn

0
@

nX

j=i

jtij j dj¡i
1
A

avec

nX

j=i

jtij j dj¡i = jtiij +
nX

j=i+1

jtijj dj¡i · ½(A) +¿
+1X

j=i+1

dj¡i = ½(A) +¿
d

1 ¡ d
:

Comme lim
d!0

¿ d
1¡d = 0, si " > 0 est donné à l’avance, il existe d tel que ¿ d

1¡d · " et l’on obtient bien

N (A) · ½(A) + ":

II.4.i La question précédente et la sous-multiplicativité de N permettent d’écrire

N
³
Ak

´
· N (A)k · (½(A) + ")k :

Comme ½(A) < 1, il est possible de choisir un " strictement positif tel que ½(A) + " < 1, de sorte
que lim

k!0
(½(A) + ")k = 0 et que l’inégalité ci-dessus implique lim

k!0
N

¡
Ak

¢
= 0. La suite

¡
Ak

¢
k2N tend
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vers 0 pour la norme N , donc aussi pour toutes les normes sur Mn (C) (en e¤et, toutes les normes
sur un espace vectoriel de dimension …nie sont équivalentes).

II.4.ii Montrons comment trouver une telle matrice à coup sûr. Imposer ½(A) = 1 revient à dire que
la valeur propre de A de module maximum est de module 1. Essayons avec 1 comme valeur propre.
La matrice A est trigonalisable, donc quitte à prendre une matrice semblable, on peut supposer

A =

µ
1 ®
0 ¯

¶
où j¯ j · 1:

On véri… e par récurrence que pour tout k

Ak =

µ
1 ®

¡
1 + ¯ + ::: + ¯k¡1

¢

0 ¯k

¶
:

Si ® 6= 0 et ¯ = 1, Ak =

µ
1 ® k
0 1

¶
ne sera pas bornée (pour la norme du sup des coe¢cients de la

matrice, donc pour toute norme...).

II.4.iii On a

½(A") =
½(A)

½(A) + "
< 1

de sorte que III.4.i entraîne lim
k!0

Ak" = 0. Il existera K 2 R¤+ dépendant de " tel que si k ¸K

°°°Ak"

°°° · 1 )
°°Ak

°°
(½(A) + ")k

· 1 )
°°°Ak

°°°
1
k · ½(A) + "

Si l’on se ré fè re à II.2.i, on conclut :

k ¸K ) ½(A) ·
°°°Ak

°°°
1
k · ½(A) + "

pour tout " > 0. C’est donc que lim
k!0

°°Ak
°° 1
k = ½(A).

II.5.i On utilise le

Lemme : Si A;B;C 2 Mn (R), 0 · C et A · B, alors AC · BC.

Preuve : Notons A = (aij) ; B = (bij) ; C = (cij). Tous les cij sont des réels positifs, donc le
lemme provient de

8i; j aij · bij )
X

k

aikckj ·
X

k

bikckj :

On véri… e ensuite que

jAj · B )
¯̄
¯Ak

¯̄
¯ · jAjk · Bk
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par récurrence sur k. C’est trivial pour k = 1. Au rang k > 1, grâ ce à I.1 et au lemme :
( ¯̄

Ak
¯̄
=

¯̄
Ak¡1A

¯̄
·

¯̄
Ak¡1

¯̄
jAj · jAjk¡1 jAj = jAjk

jAjk = jAjk¡1 jAj · Bk¡1 jAj · Bk:

II.5.ii Comme ½(A) = lim
k!0

°°Ak
°°1
k , on aura prouvé que ½(A) · ½(jAj) · ½(B) si l’on montre que

°°°Ak
°°°
1
·

°°°jAjk
°°°
1
·

°°°Bk
°°°
1

: (¤)

La formule kAk1 = sup
i

Ã
P
j

jaij j
!

montre que
°°Ak

°°
1 =

°°¯̄
Ak

¯̄°°
1, et l’on a

¯̄
Ak

¯̄
· jAjk · Bk. En

notant
¯̄
Ak

¯̄
= (uij), jAjk = (vij) ; Bk = (wij), on aura uij · vij · wij soit

°°°Ak
°°°
1

= sup
i

0
@X

j

juij j

1
A ·

°°°jAjk
°°°
1

= sup
i

0
@X

j

jvijj

1
A ·

°°°Bk
°°°
1

= sup
i

0
@X

j

jwijj

1
A

ie (¤).

III.1 On a

kAk1 = sup
i

0
@X

j

jaijj

1
A = sup

i

0
@X

j

aij

1
A = s:

Si x désigne le vecteur x = t (1; :::; 1), on constate

Ax =t

0
@X

j

a1j; :::;
X

j

anj

1
A =t (s; :::; s) = sx

de sorte que s soit une valeur propre de A. En…n, si ¸ est une autre valeur propre de A, et si x est
un vecteur propre (non nul) associé , Ax = ¸x entraîne

8i
X

j

aijxj = ¸xi:

Soit jxi0 j = max
i

jxij > 0. On a

¯̄
¯̄
¯̄
X

j

ai0jxj

¯̄
¯̄
¯̄ = j¸xi0 j ·

X

j

ai0j jxi0 j = s jxi0j ) j¸ j · s

et ½(A) = s.

III.2.i Tout revient à trouver des réels tij 2 [0; 1] tels que, en posant bij = tijaij , l’on ait

8i
X

j

tijaij =
X

j

ai0j
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où
P
j

ai0j = inf
i

Ã
P
j

aij

!
. Pour tout j, supposons tij = ti. La condition devient

8i ti =

P
j

ai0j

P
j

aij
(¤)

(ici, on suppose
P
j

aij 6= 0 pour tout i, sinon ® = 0 et B = 0 convient trivialement). ti dé…ni par (¤)

entraîne bien ti 2 [0; 1] et la matrice B = (tiaij) satisfait O · B · A par construction.

III.2.ii D’aprè s III.2.i ½(B) = ® , et d’aprè s II.5 jBj · A entraîne ½(B) · ½(A), ie ® · ½(A).
L’autre inégalité provient de ½(A) · kAk1 = ¯ prouvé en II.1.

III.3 Posons

Dx = (dij) A = (aij) D¡1
x =

³
d¡1ij

´

avec la convention d¡1ij = 0 dè s que dij = 0. On a bien sûr dij = xi± ij (où ± ij est le symbole de
Kronecker valant 1 si i = j, 0 sinon). En notant D¡1

x ADx = (sij),

sij =
X

k

d¡1ik

ÃX

l

akldlj

!
=

xj
xi

aij :

De ½(A) = ½
¡
D¡1
x ADx

¢
et de III.2.ii on déduit

inf
i

0
@X

j

xj
xi

aij

1
A · ½(A) · sup

i

0
@X

j

xj
xi

aij

1
A

soit

inf
i

(Ax)i
xi

· ½(A) · sup
i

(Ax)i
xi

:

III.4.i La formule du III.3 appliquée en x tel que Ax = rx donne

r = inf
i

rxi
xi
· ½(A) · sup

i

rxi
xi

= r ) ½(A) = r:

III.4.ii Les polynômes caractéristiques de tA et A sont les mêmes car

PA (X) = det (XI ¡ A) = det t (XI ¡ A) = det
¡
XI ¡ tA

¢
= PtA (X)

donc les plus grandes valeurs absolues de valeurs propres aussi et ½
¡
tA

¢
= ½(A). Si txA = r tx, alors

en transposant tAx = rx et ½
¡
tA

¢
= r d’aprè s le i.

III.5.i Les deux implications proviennent directement de III.3. Montrons seulement la premiè re :

® x · Ax , 8i ® xi · (Ax)i ) ® · inf
i

(Ax)i
xi

· ½(A) :
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III.5.ii ® tx · txA équivaut à ® x · tAx et entraîne ® · ½
¡
tA

¢
= ½(A) d’aprè s III.5.i et III.4.

IV.1 Compte tenu de III.2,

r = ½(A)¸® = inf
i

0
@X

j

aij

1
A > 0

la derniè re inégalité étant assurée puisque A > 0.

IV.2.i
² (Ay)i =

P
j

aijyj oùaij 2 R¤+, yj 2 R+ et yj0 2 R¤+ pour un certain indice j0, donc (Ay)i > 0.

C’est vrai pour tout i, donc v = Ay > 0.

² Si rv < Av, III.5 entraîne alors r · ½(A) = r, absurde.

IV.2.ii On sait que z = Ay ¡ ry ¸0. Si z 6= 0, Az > 0 d’aprè s I.1.ii donc

A (Ay ¡ ry) = A2y ¡ rAy = Av ¡ rv > 0

et c’est absurde d’aprè s la question précédente. Donc z = 0.

IV.3.i ² Montrons d’abord que r jxj · A jxj. De Ax = ¸x, on tire

0
@8i ¸xi =

X

j

aijxj

1
A ) r jxij ·

X

j

aij jxj j ) (r jxj)i · (A jxj)i ) r jxj · A jxj :

En utilisant la question précédente, on trouve A jxj = r jxj.
² Si l’on n’avait pas jxj > 0, il existerait un indice i tel que xi = 0 et

X

j

aij jxj j = r jxij = 0

entraînerait xj = 0 pour tout j, ie x = 0, ce qui est absurde.

IV.3.ii On applique I.2.iii sachant que

A jxj = r jxj = j¸xj = jAxj :

IV.4.i A jxj = r jxj avec jxj > 0 prouve que r est valeur propre de A. Si ¸ est une valeur propre de
A de module r, et si x est un vecteur propre associé à ¸ , d’aprè s IV.3 :

A jxj = r jxj et x = eiµjxj

d’où

A
³
e¡iµx

´
= r

³
e¡iµx

´
) Ax = rx ) ¸ = r:
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IV.4.ii Si dimKer (rI ¡ A)¸2, soient x et y deux vecteurs appartenant à Ker (rI ¡ A) et linéaire-
ment indépendants. Si k 2 C, alors x + ky 2 Ker (rI ¡ A) et IV.3 entraîne

½
A (y) = ry ) jyj > 0
A (x + ky) = r (x + ky) ) jx + kyj > 0:

Il su¢t de choisir

k = ¡ x1
y1

pour obtenir (jx + kyj)1 = 0 en contradiction avec jx + kyj > 0.

IV.5 Soit E l’ensemble des vecteurs véri… ant

w > 0 twA = r tw twv = 1

Si w 2 E, tAw = r w de sorte que w 2 Ker
¡
rI ¡ tA

¢
. Les deux questions précédentes appliquées

à tA montrent que dimKer
¡
rI ¡ tA

¢
= 1 et que Ker

¡
rI ¡ tA

¢
contient un vecteur w0 > 0 (on

remarquera que r = ½(A) = ½
¡
tA

¢
). Ainsi, il existe k 2 C tel que w = kw0, et la condition twv = 1

détermine parfaitement k :

k =
1

tw0v
:

La réciproque est immédiate.

V.A.1.i On a

L = v tw =

0
B@

v1
...

vn

1
CA

¡
w1 : : : wn

¢
=

£
w1v : : : wnv

¤

où
£

w1v : : : wnv
¤

désigne la matrice dont les colonnes sont les wiv. Par hypothè se, v > 0 et
w > 0 de sorte que wiv > 0 pour tout i, et donc L > 0.

Montrons l’indépendance de L vis à vis de v. Si v0 est un autre vecteur de Ker (rIn ¡ A) et tel que
v0 > 0, posons v0 = kv oùk 2 R¤+. Si w0 = 1

kw, on véri… e sans peine que

w0 > 0; tw0A = r tw0; tw0v = 1;

soit L = v tw = v0 tw0.

V.A.1.ii La droite Cv n’est pas incluse dans l’hyperplan H (puisque twv = 1) donc Cn = Cv©H.
De Lv = vtwv = v et

x 2 H ) Lx = vtwx = v0 = 0

on déduit que L est la projection sur Cv parallè lement à H.

V.A.2.i ² Si x 2 H,

twAx = rtwx = r0 = 0 ) Ax 2 H
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et H est stable par A.

² Supposons que x 2 Hn f0g véri… e Ax = ¹x. ¹ étant une valeur propre de A, on a j¹j · ½(A) = r.
Si l’on avait j¹j = r, alors ¹= r par hypothè se, donc Ax = rx et x 2 Ker (rI ¡ A) = Cv. On déduit

x 2 Cv \ H = f0g

ce qui est absurde. Finalement j¹j < r.

V.A.2.ii Prenons une base B = (v; e2; :::; en) de Cn telle que v 2 Ker (rI ¡ A) n f0g et (e2; :::; en)
soit une base de H. A laisse H stable, donc l’endomorphisme x 7! Ax admettra une matrice du style

A0 =

0
BBB@

r 0 ¢¢¢ 0
0
... B
0

1
CCCA

dans B. Ici B 2 Mn (C). Le polynôme caratéristique PA (X) de A est lié à celui de B par

PA (X) = (X ¡ r)PB (X) :

D’aprè s V.A.2.i, si x 2 Hn f0g véri… e Ax = ¹x, alors j¹j < r. Cela prouve que toutes les valeurs
propres de B sont en modules < r, et donc que ½(B) < r. En particulier, r sera racine simple de
PA (X).

V.A.2.iii

A0k

rk
=

0
BBB@

1 0 ¢¢¢ 0
0
...

¡
B
r

¢k
0

1
CCCA :

Comme ½
¡
B
r

¢
= ½(B)

r < 1, II.4.i implique

lim
k!+1

µ
B

r

¶k
= 0

d’où

lim
k!+1

µ
A0

r

¶k
=

µ
1 0
0 0

¶
= L0

x 7! L0x est la projection sur Cv parallè lement à H.

V.A.2.iv En se plaçant à nouveau dans la base canonique de Cn, on trouve

lim
k!+1

µ
A

r

¶k
= L:

12



Comme L > 0 et comme cette convergence se traduit, en particulier, en disant que chaque coe¢cient
de la matrice

¡
A
r

¢k
tend vers le coe¢cient correspondant de L quand k tend vers l’in…ni, on déduit

l’existence d’un k0 tel que pour tout k ¸k0, l’on ait Ak > 0.

V.A.3.i Si 0 · " · "0, alors jA (")j · A ("0) et II.5 donne

½(A (")) · ½
¡
A

¡
"0

¢¢
ie f (") · f

¡
"0

¢

f est bien croissante sur [0; +1[. Comme toute fonction monotone dé …nie sur un intervalle I et à
valeurs dans R, f admet une limite à droite et à gauche dans R en chaque point de l’adhérence I de
I. En particulier :

lim
"!0+

f (") = inf
">0

f (")

existe. Comme f (")¸½(A) 2 R pour tout " > 0, inf
">0

f (") 2 R et l’on peut même écrire

lim
"!0+

f (") = inf
">0

f (")¸½(A) :

V.A.3.ii A (") > 0 de sorte que la question IV.4 et IV.5 s’applique à A (") : r = ½(A (")) = f (")
est l’unique valeur propre de A (") de module r, Ker (rI ¡ A (")) = Cv est une droite vectorielle de
vecteur directeur v > 0, et x (") = (x1; :::; xn) sera l’unique vecteur de cette droite véri… ant

X

j

xj = 1:

En e¤et, x (") = (x1; :::; xn) = kv = k (v1; :::; vn) et
P
j

xj =
P
j

kvj = 1 impose k = 1P
j
vj

.

V.A.3.iii K est un compact puisque fermé borné dans Rn, donc la suite
¡
x

¡
1
n

¢¢
n2N¤de K admet

une valeur d’adhérence x 2 K. Autrement dit, il existe une sous-suite
³
x

³
1
ns

´´
s2N¤

convergent vers

x. En passant à la limite dans

A

µ
1

ns

¶
x

µ
1

ns

¶
= f

µ
1

ns

¶
x

µ
1

ns

¶

pour s tendant vers +1, on trouve

Ax = lx

donc l est valeur propre de A. Cela implique jlj · ½(A). Comme l ¸0 et ½(A) · l, on conclut

½(A) = l:

V.B.1.i ² Si A est réductible, il existe un sous-espace de coordonnées RI stable par A, avec I 6= ;
et I 6= Nn. Notons J = NnnI, alors fI; Jg est une partition de Nn, et A

¡
RI

¢
½ RI se traduit par

(8j 2 J xj = 0) )
Ã

8j 2 J (Ax)j =
X

k

ajkxk = 0

!
: (¤)
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Si i0 2 I et x = (xi) avec xi = ± ii0 (symbole de Kronecker), (¤) entraîne
Ã

8j 2 J
X

k

ajkxk = 0

!
) (8j 2 J aji0 = 0)

soit

8 (i0; j) 2 I £J aji0 = 0: (¤¤)

On constate que (¤¤) entraîne (¤), d’où la caractérisation de la réductibilité de A.

² Notons que la condition (¤¤) équivaut, en échangeant les notations pour I et J , à

8 (i; j) 2 I £J aij = 0 (R)

demandé par l’énonç é !

² Si (R) est vraie et si (i; j) 2 I£J , alors l’existence de m telle que L (i; j;m) soit vraie entraînerait
l’existence d’une chaîne

¡
aii1 ; :::; aim¡ 1j

¢
d’é léments tous non nuls. On véri… e par récurrence en

utilisant (R) que

aii1 :::aik¡ 1ik 6= 0 ) i; i1; :::; ik 2 I:

de sorte que j 2 I. Absurde. Concluons :

8 (i; j) 2 I £J L (i; j) n’est pas vraie.

V.B.1.ii Soient j 2 Nn et Ij = fjg [ fj0 2 Nn =L (j0; j) vraieg. Montrer que RIj est stable par A
revient à prouver que pour chaque vecteur x = (xi) oùxi = ± ii0 (i0 2 Ij … xé) de la base canonique
de RIj , on a Ax 2 RIj , ie

8j0 62 Ij (Ax)j0 =
X

k

aj0kxk = aj0i0 = 0:

Si ce n’était pas le cas, il existerait j0 62 Ij tel que aj0i0 6= 0, L (j0; i0; 1) serait vraie, et comme
i0 2 Ij , L (i0; j) est vraie. On déduit

L (j0; i0; 1) vraie
L (i0; j) vraie

¾
) L (j0; j) vraie ) j0 2 Ij

ce qui est absurde.

Conclusion : RIj est stable par A.

V.B.1.iii Il faut prouver que

A réductible , (9 (i; j) 2 Nn£Nn L (i; j) n’est pas vraie) :

()) a été démontré en i),
(() si L (i; j) n’est pas vraie, i 62 Ij de sorte que Ij soit non vide et non égale à Nn. Le ii) montre

que le sous-espace de coordonnées RIj non trivial est stable par A, ie que A est réductible.
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V.B.2 Supposons que L (i; j; m) soit vraie, et montrons que si m¸n, alors L (i; j;m0) est vraie avec
m0 < m. Par hypothè se, il existe une chaîne

aii1 ; :::; aim¡ 1j

de coe¢cients non nuls de A liant i à j. Comme m ¸n, deux é léments de la famille i; i1; :::; im¡1
seront forcément identiques. Par exemple il = is avec l < s. Dans ce cas la chaîne

aii1 ; :::; ail¡ 1il ; ais;is+1; :::; aim¡ 1j

relie i à j et n’utilise que m0 = m ¡ (s ¡ l) < m coe¢cient. Et L (i; j;m0) est vraie.

V.B.3.i Am = Am¡1A se traduit par

8i; j a
(m)
ij =

X

k

a
(m¡1)
ik akj

Montrons l’équivalence proposée par récurrence sur m. Si m = 1,

L (i; j; 1) vraie , aij 6= 0 , aij > 0;

et la propriété est assurée. Si elle est vraie jusqu’au rang m ¡ 1, on a

(L (i; j;m) vraie) , aii1 :::aim¡ 1j 6= 0

, aii1 :::aim¡ 2im¡ 1 6= 0 et aim¡ 1j 6= 0

, L (i; im¡1;m ¡ 1) vraie et L (im¡1; j; 1) vraie (¦)
, a

(m¡1)
iim¡ 1 > 0 et aim¡ 1j > 0 (d’aprè s l’hypothè se récurrente)

) a
(m)
ij =

X

k

a
(m¡1)
ik akj ¸a

(m¡1)
iim¡ 1 aim¡ 1j > 0 (¤)

) a
(m)
ij > 0:

Réciproquement, si a
(m)
ij > 0, l’un des termes de la somme … gurant en (¤) est > 0 et il existera k tel

que

a
(m¡1)
ik > 0 et akj > 0:

Il su¢t de choisir im¡1 = k pour en déduire (¦) grâ ce à l’hypothè se récurrente, puis pour remonter
les équivalences jusqu’à et obtenir la propriété L (i; j;m).

V.B.3.ii ² (a) , (b) d’aprè s V.B.3.i et V.B.1.iii, le fait que m 2 Nn¡1 provenant de V.B.2 (On
utilise aussi le fait que si L (i; j) est vraie pour tout i 6= j, alors L (i; i) est vraie pour tout i. Pour le
voir, il su¢t de relier i à j puis j à i par des chaînes de coe¢cients aij non nuls).

² Par la formule du binôme de Newton

(I + A)n¡1 =
n¡1X

m=0

Cm
n¡1A

m;
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de sorte que, si l’on note (I + A)n¡1 = (bij), l’on ait

bij =
n¡1X

m=0

Cm
n¡1a

(m)
ij (¤)

(où l’on pose commodément a
(0)
ij = ± ij). On déduit :

(b) , 8i; j i 6= j 9m 2 Nn¡1 a
(m)
ij > 0

) 8i; j i 6= j bij > 0 , (I + A)n¡1 > 0:

Réciproquement si bij > 0 pour tout i 6= j, l’un au moins des termes de la somme de réels positifs

(¤) sera > 0, ie il existera m 2 Nn¡1 avec a
(m)
ij > 0, d’où(b).

V.B.4.i ² Notons Sp (M) le spectre de la matrice M (c’est l’ensemble des valeurs propres de M).

(¹ 2 Sp (I + M)) , 9x 6= 0 M (x) = (¹ ¡ 1)x , ¹ ¡ 1 2 Sp (M)

montre que Sp (I + M) = 1 + Sp (M), et permet d’avoir :

Lemme : Si M > 0, alors

½(I + M) = 1 + ½(M) :

Preuve du Lemme : Comme M > 0, ½(M) est l’unique valeur propre de M de module ½(M)
d’aprè s IV.4, donc

½(M) 2 Sp (M) ) 1 + ½(M) 2 Sp (I + M) :

De plus, si ¹ 2 Sp (I + M), ¹ = 1 + ¸ avec ¸ 2 Sp (M) et j¸ j · ½(M). Par suite j¹j · 1 + j¸ j ·
1 + ½(M) :

² D’aprè s V.A.3.iii :

½(I + A) = lim
"!0+

½(I + A (")) avec A (") > 0,

= lim
"!0+

(1 + ½(A ("))) d’aprè s le précédent lemme,

= 1 + ½(A) = 1 + r

d’où le premier point.

² Appliquons II.2.ii pour obtenir le second point :

½
³
(I + A)n¡1

´
= [½(I + A)]n¡1 = (1 + r)n¡1 :

V.B.4.ii ² Si A est irréductible, (I + A)n¡1 > 0 et l’on peut appliquer V.A.2.ii et la partie IV :

½
³
(I + A)n¡1

´
= (1 + r)n¡1 sera racine simple de P(I+A)n¡ 1 (X).
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² r est une valeur propre de A d’aprè s V.A.3.iii, donc c’est une racine de PA (X). Montrons que r
est racine simple de PA (X) en raisonnant par l’absurde. On a

P(I+A)n¡ 1 (X) = det
h
XI ¡ (I + A)n¡1

i
:

Posons X = (1 + Y )n¡1,

P(I+A)n¡ 1
³
(1 + Y )n¡1

´
= det

h
(1 + Y )n¡1 I ¡ (I + A)n¡1

i

= det [Y I ¡ A] :det

"
n¡2X

k=0

(1 + Y )k (I + A)n¡2¡k
#

= PA (Y ) :det

"
n¡2X

k=0

(1 + Y )k (I + A)n¡2¡k
#

:

Si r était racine multiple de PA (Y ), il existerait un entier ® ¸2 et un polynôme Q (Y ) tels que

P(I+A)n¡ 1
³
(1 + Y )n¡1

´
= (Y ¡ r)® Q (Y ) :

En dérivant par rapport à Y ,

P 0
(I+A)n¡ 1 (X) :

dX

dY
= ® (Y ¡ r)®¡1Q (Y ) + (Y ¡ r)® Q0 (Y ) :

Pour Y = r, compte tenu de dX
dY = (n ¡ 1) (1 + Y )n¡1, on trouve

P 0
(I+A)n¡ 1 (r) (n ¡ 1) (1 + r)n¡1 = 0

d’oùP 0
(I+A)n¡ 1

(r) = 0, ce qui prouve que r est une racine multiple de P(I+A)n¡ 1 , c’est absurde.

² Autre solution : Toujours en raisonnant par l’absurde. Si r était racine multiple de PA,
(1 + r)n¡1 serait racine multiple de P(I+A)n¡ 1 d’aprè s le lemme ci-dessous, ce qui est absurde.

Lemme : Soit A une matrice carrée de taille n à coe¢cients complexes. Si le polynôme carac-

téristique de A est PA =
nQ
i=1

(X ¡ ¸ i) et si Q 2 C [X], alors le polynôme carcatéristique Q (A) est

PQ(A) =
nQ
i=1

(X ¡ Q (¸ i)).

Preuve du Lemme : On peut supposer que A est triangulaire (puisque toute matrice à coe¢cients
dans un corps algébriquement clos est trogonalisable), soit

A =

0
B@

¸ i # #
. . . #

O ¸ i

1
CA Ak =

0
B@

¸ki # #
. . . #

O ¸ki

1
CA et Q (A) =

0
B@

Q (¸ i) # #
. . . #

O Q (¸ i)

1
CA :

En développant le déterminant d’une matrice triangulaire, on déduit

PQ(A) = det (XI ¡ Q (A)) =
nY

i=1

(X ¡ Q (¸ i)) :
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² Montrons que r > 0 : D’aprè s II.5 et le lemme du V.B.4.i,

jIj · I + A (") ) ½(I) · ½(I + A (")) = 1 + ½(A (")) ) 0 · ½(A ("))

pour tout " > 0. En passant à la limite pour " tendant vers 0, on obtient 0 · r. En…n r 6= 0 sinon
toutes les valeurs propres de A sont nulles et r = 0 sera la seule racine de PA (X), ce qui est absurde
car r est de multiplicité 1 et degPA (X) = n¸2.

V.B.4.iii Comme I et A commutent,

(1 + r)n¡1 I ¡ (I + A)n¡1 = [(1 + r) I ¡ (I + A)] Q (A) = (rI ¡ A)Q (A) = Q (A) (rI ¡ A)

oùQ (A) =
n¡2P
k=0

(1 + r)k (I + A)n¡2¡k, de sorte que

Ker (rI ¡ A) ½ Ker
h
(1 + r)n¡1 I ¡ (I + A)n¡1

i
= Cv

avec v > 0 (cf. IV.4.ii et (I + A)n¡1 > 0). Comme r est racine de PA (X), Ker (rI ¡ A) 6= f0g et
nécessairement

Ker (rI ¡ A) = Cv

V.B.5.i ² Si A est primitive, il existe un entier naturel non nul k tel que Ak > 0, donc a
(k)
ij > 0 pour

tous i; j. D’aprè s V.B.1.iii, cela prouve que A est irréductible.

² Montrons que r est l’unique valeur propre de A de module r : A est irréductible donc r = ½(A)
est racine de PA (cf. V.B.4), ie une valeur propre de A. D’autre part,

½
³
Ak

´
= ½(A)k = rk:

Comme Ak > 0, rk sera l’unique valeur propre de Ak de module rk et
Ker

¡
rkI ¡ Ak

¢
= Cv avec v > 0 (cf. IV).

Si ¹ 2 Sp (A) et j¹j = r, alors ¹k 2 Sp
¡
Ak

¢
et

¯̄
¹k

¯̄
= rk donc ¹k = rk. Notons EM (¸ ) l’espace

propre de la matrice M associé à la valeur propre ¸ . On a

x 2 EA (¹) ) x 2 EAk
³
¹k

´
= EAk

³
rk

´
= Cv

donc EA (¹) ½ Cv. Comme EA (¹) 6= f0g,

EA (¹) = Cv:

Ce que l’on a fait avec ¹, on peut le refaire avec r pour obtenir EA (r) = Cv, d’oùEA (r) = EA (¹)
et r = ¹.

V.B.5.ii Si A est irréductible,

? Ker (rI ¡ A) est une droite vectorielle engendrée par un vecteur v > 0 d’aprè s V.B.4.iii,

? Par hypothè se, r est l’unique valeur propre de A de module r,
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? tA est irréductible, donc Ker
¡
rI ¡ tA

¢
est une droite vectorielle engendrée par un vecteur w > 0

d’aprè s V.B.4.iii, et tAw = rw, ie twA = r tw.

Les conditions du début de V.A sont satisfaites, et V.A.iv s’applique : il existe k0 tel que k ¸k0
entraîne Ak > 0. Cela signi… e bien que A est primitive.

V.B.5.iii ² Cherchons PA0 (X) :

PA0 (X) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

X ¡ 1 0
0 X ¡ 1
...

. . . . . .

0
. . . ¡ 1

¡ 1 ¡ 1 0 X

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= X

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

X ¡ 1 0
0 X ¡ 1
...

. . . . . .

0
. . . ¡ 1

¡ 1 0 0 X

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

+ (¡ 1)n+2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

¡ 1 0 0
X ¡ 1
... X

. . .

0
. . . . . . 0

0 0 ¢¢¢ X ¡ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= X

2
6666664
X

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

X ¡ 1 0
0 X ¡ 1
...

. . . . . .

0
. . . ¡ 1

0 0 0 X

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

+ (¡ 1)n+1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

¡ 1 0 0
X ¡ 1
... X

. . .

0
. . . . . . 0

0 0 ¢¢¢ X ¡ 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

3
7777775
¡ 1

d’oùPA0 (X) = Xn ¡ X ¡ 1.

² Pour montrer que A0 est primitive, on montre que

(1) A0 est irréductible,
(2) r est l’unique valeur propre de A0 de module r:

² Preuve de (1) : On montre que L (i; j) est vraie pour tout couple (i; j). En notant toujours aij
les coe¢cients de A0,

? Si 1 · i < j · n, ai;i+1:::aj¡1;j 6= 0 et donc L (i; j) est vraie.
? Si 1 · j < i · n, L (i; n) et L (1; j) sont vraies d’aprè s le cas précédent, et an;1 6= 0 prouve

que L (n; 1) est vraie. Cela entraîne L (i; j).
? Si i = j, on choisit k 6= i pour avoir les propriétés L (i; k) et L (k; i), d’où l’on déduit la

propriété L (i; i).

² Preuve de (2) : A0 est irréductible, donc admet r comme valeur propre (cf.V.B.4.ii), et l’on peut
écrire PA0 (r) = rn ¡ r ¡ 1 = 0 ) rn = r + 1. Si ¸ 2 Sp (A) est de module j¸ j = r,

PA0 (¸) = ¸n ¡ ¸ ¡ 1 = 0 ) j¸ jn = j¸ + 1j ) j¸ + 1j = rn:

De ces deux résultats, on déduit j¸ + 1j = j¸ j + 1, soit ¸ ¸0 (cf. I.2), et …nalement ¸ = r.

FFF THAT’S ALL FOLKS ! FFF
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