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Solution de la premiére composition
de 'agrégation interne 1995

|A+ A'| < |A]+|A'| est triviale par I'inégalité triangulaire appliquée a chacun des coefficients.
Posons A = (ai;), B = (bij), AB = (cij), et |A].|B| = (di;). On a

n
> aib;

k=1

n
|eij| = < aik] [brg| = di
k=1

de sorte que |AB| < |A|.|B.

En appliquant 1.1.i avec B = z, on trouve |Az| < |A|.|z|. Si A >0, x > 0 et x # 0, les
n

coefficients de Az sont y; = Y a;kxyk, et il existe kg € N, tel que zg, > 0. Comme a;r, > 0 et z >0

k=1
pour tous k, on déduit y; > 0, d’ou Az > 0.

Montrons la contraposée : si A # 0, il existe 7, j tels que a;; # 0. Si Az =y,

n

Yi = Zaikﬂ?k > ajjxj >0
k=1

ce qui entraine Ax # 0.

Il s’agit du cas d’égalité dans I'inégalité de Minkowski. On peut le montrer directement en
élevant au carré :

|2+ 2| = |z]+ || © 2Re2Z =2]z2]|Z/| & Rezz' = | 7|
4 ZE,€R+
& zZZ=reRy
=4 z'z#z@ﬂael&r 7 = az.

Pour n complexes zp, les inégalités triangulaires
|21 + oo + 20| < |21+ 2| + |20+ o |2+ 2n] < 2]+ 2]
entrainent, si les extrémités de ces inégalités sont identiques
|21 + 21| = |21] + | 2]

et d’apres ce que l'on vient de voir, z; = agz1 avec o, € R4, Cela implique zx, = |z e ou 0 = arg 21,
et pout tout k£ € N,,.
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1.2,

|Az| = Alz| < Vi

n
S aiea
k=1

n n
= ai |k = lamwkl
k=1 k=1

Posons z;p = a;pxk, on trouve

n n

> zk| = > |zk| et la question précédente montre lexistence d’un
k=1 k=1
réel 0; tel que pout tout k, zx = | 2| e%i. En fait 6; est indépendant de i puisque c’est argument de
zk = a;pTk et a;x > 0. Donc ajpry = |a,xy| e et a;;, étant strictement positif,

VkEeN, zp=|zg et
ce qui traduit z = |z|e®.

Posons F' = (fi;) et A= |F| = (|fij|). On a
n n

n
Ar=Fr < Vie N, Z|fij|$j:Zfijxj S Vi Z(|fij|_fij)xj:0'
j=1

Jj=1 Jj=1
Posons fi; = a;j + tb;j ou a;5,b;; € R, alors

n

\4) Z (,/a%j + bgj — aij) Tj —1 Zbijxj =0
- =

Jj=1
entraine

Vi En: (./afj +b?j - aij) xj =0,

=1

ol ,/a%j + b?j —a;; > 0 et x; > 0 pour tous ¢,j. On déduit , /a?j + b%j = a;; soit bjj = 0 et |ai;| = ai;
pour tout ¢, j. Finalement F' = (a;;) est réelle positive et A = |F| = F.

|A||l, est bien définie et appartient a R car lA=] HA (ﬁ) H montre que les ensembles

[l

I /e e e\ {0} et (AW /y € 51} on 5™ = {y €T/ [ly|l =1} est la sphere unite,

[l

sont égaux. Comme S™~! est un compact de C" (fermé borné) et comme I'application y — || A (y)]|
est continue & valeurs dans R, elle atteint son maximum en un point z de S”~!, autrement dit
_ A7

Jz € s 1 A(2)] = max |4 = max .
4G = max, 14 )] = max Lo

On constate que si z # 0,

[ Az|
]

[Az|| = [zl < Nl Alloo Nl

L’inégalité étant triviale pour = 0, on peut écrire

veeC" [lAz|| < Al [l



On vérifie ensuite que |||, satisfait les trois axiome d’une norme :

a) |4l =0=>VzeC" |Az|=0=>VzeC"® Az=0=A=0
b) Pour tout A € C,

IAAlloo = max = Al Al

c) Pour tous A, B € M,, (C), et pour tout = # 0

|4z + Bzl _ [|Az] | [|B2]
] el ]

< [ Alloo + 1Blloo

et en passant & la borne supérieure dans cette inégalité pour z € C™\ {0}, [|[A + Bl < [|A]l oo+ Bl oo -

[l]|=1 [l]|=1

|14l = max || Az| = max (m
(]

n
> aiiT; ) Pour tout z € S"! et tout 1,
i=1

n

n n
Zaij:gj < Z laij| donc ||A]l, < max Z ||
j=1 j=1 !

J=1

D’autre part, si ig € N,, désigne I’indice tel que

n n
max | Y la| | = laigl,
VS j=1

posons

Qj01 Qion _
x:t< 0 0 ESnl

-
laigt]” 7 |aignl

en prenant comme convention de remplacer par 0 si a;,; = 0. Alors

‘aioﬂ"

n n n n
14lloo = [[Az]| = max > i = Y aiggr| = laig| = max > lail |
j=1 j=1 j=1 j=1

et I'on peut conclure a I’égalité demandée.
On utilise deux fois la propriété
Ve e C" VAe My (C) Azl < [[All [|l]
qui provient directement, on I’a vu, de la définition de la norme opérateur ||||... On trouve

ve e C" [[ABz| < || Al [1B2|l < [[Alloo [ Blloo Il

|ABz||

Vo e C*
([l

< [ Alloo [1Bllos »



et en passant au sup dans cette inégalité, ||AB| < || A | Bl -

Notons Spec (A) le spectre de 'opérateur A. C’est par définition ’ensemble des valeurs propres
de A. Si X € Spec(A), il existe un vecteur propre non nul z € C" tel que Az = Az. Notons [cy, ..., 9]
lamatrice de M,, (C) dont les colonnes sont les vecteurs cy, ..., co de C". Si X = [z, ..., 2],

AX = Alzx,...,z] = [Azx, ..., Az] = Az, ..., \x] = \X.
Si A € Spec(A), avec les notation du i),
[AX]] = IALIX < AL [1XT = AL < (A

Comme p (4) = /\Grsr;aeuzc(A) |A|, on déduit p(A) < ||A]|-

Les polynomes caractéristiques de A et de S~ AS sont les mémes puisque
Pa(X)=det (XI— A) =det [S™!(XI - A)S| =det (XI — S'AS) = Pg-145 (X)
de sorte que Spec (A) = Spec (ST1AS) et p(A) = p (STLAS).

e A est trigonalisable (car son polynome caractéristique est scindé dans C), donc il existe une
matrice inversible S telle que 7' = S~'AS soit triangulaire supérieure :

v # # #

T=S5"1A8 = o #

O L

tn

On a

th # # #

O LO#

tr

de sorte que d’aprés i), p (1) = p(A) et p (Tk) =p (Ak) Les valeurs propres des matrices triangu-
laires T et T* sont situées sur la diagonale principale, donc

Spec(T') = {t1,...,tn} et Spec (Tk> = {t’f, ...,tﬁ}

et

1€NR

On obtient bien | p (AF) = p (A)F|




e D’apres I1.1.ii p(A)k =p (Ak) < HAkH, donc|p(A) < HAkH% i

On vérifie sans peine que N est une norme. Elle est sous-multiplicative car ||| l'est. En effet
N (AB) = ||ST'ABS| = ||ST'ASS™'BS|| < ||S7'AS|| . ||ST'BS|| = N (A) .N (B) .

Posons A™'TA = (¢;;). On a

oS
ol dy = di~ 1etdw— - —05127&3 Soit

1 -

Cij = d_n‘tijdjj = ty;d ",

Soit S une matrice inversible S telle que T = S~'AS. Supposons que T soit triangulaire

supérieure. Alors t;; = 0 pour tout ¢ > j. D’apres I1.2 et 1.4, N (X) = H(SA)_l XSAH est une
o0

norme sous-multiplicative sur M,, (C) et

€Ny,

N (A) = [|(eij)]|, = max Z\%y = max Zm]dﬂ

En prenant d dans 0, 1], et en posant 7 = max (|t;;]), on trouve

7".7 n

N j—i
= max Z\tm!d
avec
d
Z‘tm’djz—’tu\+z ]t”]d]"<p 4_7—sz i +7_ o
Jj=i+1 j=i+1 —

d

Comme hH(l] 7157 = 0, si € > 0 est donné a l'avance, il existe d tel que 7'1 < ¢ et 'on obtient bien

N(A) <p(A) +e.

La question précédente et la sous-multiplicativité de N permettent d’écrire
N (Ak) < N(AF < (p(A) +e).

Comme p(A) < 1, il est possible de choisir un ¢ strictement positif tel que p(A4) + ¢ < 1, de sorte
que llir% (p(A) +&)F = 0 et que I'inégalité ci-dessus implique llirr(l) N (AF) = 0. La suite (Ak)keN tend



vers 0 pour la norme N, donc aussi pour toutes les normes sur M, (C) (en effet, toutes les normes
sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes).

Montrons comment trouver une telle matrice a coup str. Imposer p (A) = 1 revient a dire que
la valeur propre de A de module maximum est de module 1. Essayons avec 1 comme valeur propre.
La matrice A est trigonalisable, donc quitte & prendre une matrice semblable, on peut supposer

A:(é%) ot || < 1.

On vérifie par récurrence que pour tout k

g (1 a5
=( e ,
1 ak

: _ k _
Sia#0et =1, A —<0 1

matrice, donc pour toute norme...).

11.4ii] On a

) ne sera pas bornée (pour la norme du sup des coefficients de la

p(A)

<
p(A)+e

p(Ae) =

de sorte que II1.4.i entraine iin% AF = 0. 1l existera K € R% dépendant de € tel que si k > K

e <12 g 1= o <ot e

Si on se réfere a I1.2.i, on conclut :
1
k> K=p(A) < HAka <p(A)+e
1
pour tout € > 0. C’est donc que llir% HA’“H F=p(A).

On utilise le

Lemme : Si A,B,C € M, (R),0<C et A< B, alors AC < BC.

Preuve : Notons A = (ai;), B = (bij), C = (cij). Tous les ¢;; sont des réels positifs, donc le
lemme provient de

Vi,j  a;; < bij = Zaikckj < Zbikckj- u
k k
On vérifie ensuite que

1A < B = ‘Ak‘ < |AF < B



par récurrence sur k. C’est trivial pour k = 1. Aurang k > 1, grace a [.1 et au lemme :

|AF| = |AR—LA| < |AFY 1A < A4 = A1
|A[F = |A[FH|A] < B*1 4] < BE.

1
Comme p (A) = ]}:ir% [|A¥||¥, on aura prouvé que p(A) < p(JA]) < p(B) si 'on montre que

J# <Pl <l @

i T

j
notant !Ak‘ = (uj), \A]k = (vij) ,BF = (wij), on aura ui; < vy < wgj soit

La formule [|A|, = sup <Z ]aij]> montre que HA’“HOO = H!Akww, et Pon a [AF] < |A|¥ < B¥. En

k| — - L7 — . 2] — .
HA Hoo = Sl;p ;|uz]| < H|A| Hoo = Sl;p ;|vw| < HB HOO = Sl;p ; |wj]
ie ().
I11.1|On a
Al =sup | Y lag| | =sup | Y ai; | =s.
% ; % j

Si x désigne le vecteur z = *(1,...,1), on constate

_t _t _
Ax = g aij, .., E anj | =" (s,...,8) = sz
J J

de sorte que s soit une valeur propre de A. Enfin, si A\ est une autre valeur propre de A, et si x est
un vecteur propre (non nul) associé¢, Ar = Az entraine

\4) E ajjTj = A\T;.
J

Soit |z;,| = max |x;] > 0. On a
(2

Zaiojajj = [Azi| < Zaioj |io| = s|@ip| = |A] < s
J J

et p(A) =s.

I11.2.i| Tout revient & trouver des réels ¢;; € [0,1] tels que, en posant b;; = t;ja;;, 'on ait

W) E tijaij: E aioj
J J



ou Zaioj = irilf <Z aij>. Pour tout j, supposons t;; = ¢;. La condition devient
J J

Z Qigj
J

Vi ot =
> @ij
7

()

(ici, on suppose Y a;; # 0 pour tout 4, sinon o = 0 et B = 0 convient trivialement). ¢; défini par (x)

J
entraine bien ¢; € [0,1] et la matrice B = (t;a;;) satisfait O < B < A par construction.

I11.2.ii | D’apres 111.2.4 p (B) = a, et d’apres I1.5 |B| < A entraine p(B) < p(A), ie a < p(A).
L’autre inégalité provient de p (4) < ||A|| = B prouvé en IL1.

I11.3 | Posons
Dy =(dij) A=(ay) Di'= (di_jl>

avec la convention di_jl = 0 dés que dj; = 0. On a bien str d;; = ;0;; (ou ;; est le symbole de
Kronecker valant 1 si ¢ = j, 0 sinon). En notant D;'AD, = (s;5),

-1 Ly
8ij = Zdik <Z akldl]) = ;aij.
k l v

De p(A) = p (D;1AD,) et de IIL2.ii on déduit

soit

I11.4.i | La formule du II1.3 appliquée en x tel que Ax = rx donne

Tx;

r = inf Sp(A)Ssqpr—:éi:rip(A):r'

i T i Ty
I11.4.ii | Les polynémes caractéristiques de ‘A et A sont les mémes car
Pa(X) =det (XTI —A) =det " (XTI — A) =det (XI — tA) = P4 (X)

donc les plus grandes valeurs absolues de valeurs propres aussi et p (tA) =p(A). SitzA =r'z, alors
en transposant ‘Az = rx et p (tA) =r d’aprés le i.

I11.5.i| Les deux implications proviennent directement de III.3. Montrons seulement la premiére :

Ax).
ar < Ax < Vi axig(A:v)iéaginf%gp(A).
i i



IIL5.i | otz < 'z A équivaut & axr < Az et entraine a < p (tA) = p(A) d’apres II1.5.1 et 1I1.4.

Compte tenu de III.2,

la derniére inégalité étant assurée puisque A > 0.

o (Ay), = Zaijyj ou aj; € RY, y; € Ry et yj, € R pour un certain indice jo, donc (Ay); > 0.
j

C’est vrai pour tout ¢, donc v = Ay > 0.
e Si rv < Awv, IIL5 entraine alors r < p (A) = r, absurde.

On sait que z = Ay —ry > 0. Si 2 # 0, Az > 0 d’apres 1.1.ii donc
A(Ay —ry) = A%y —rAy = Av—rv >0
et c’est absurde d’aprés la question précédente. Donc z = 0.

e Montrons d’abord que 7 |z| < A|z|. De Az = Az, on tire
Vi v =Y agas | = rlel <3 ay oyl = (rlal), < (Afal), = 7] < Ala].
J J

En utilisant la question précédente, on trouve A |z| = r|z|.

e Si l'on n’avait pas |z| > 0, il existerait un indice i tel que xz; =0 et
> aijlel =7z =0
J
entrainerait x; = 0 pour tout j, ie x = 0, ce qui est absurde.
On applique 1.2.iii sachant que
Alz| =rlz| = |\x| = |Az|.

A|z| = r|z| avec |x| > 0 prouve que r est valeur propre de A. Si X est une valeur propre de
A de module 7, et si x est un vecteur propre associé a A\, d’apres IV.3 :

Alx| =r|z| et x ="z
d’ou

A (e_wx) =r (e_iea:) Az =re=A=r.

10



Si dim Ker (rI — A) > 2, soient x et y deux vecteurs appartenant a Ker (r] — A) et linéaire-
ment indépendants. Si k € C, alors x + ky € Ker (rl — A) et IV.3 entraine

Aly) =ry =1yl >0
A(x+ky)=r(zx+ky) = |z+ky|l >0.

I1 suffit de choisir

[
(a1

pour obtenir (| + ky|); = 0 en contradiction avec |x + ky| > 0.

Soit E I'ensemble des vecteurs vérifiant

t

w >0 twA =rtw wy =1

Siwe E, "Aw = rw de sorte que w € Ker (TI — tA). Les deux questions précédentes appliquées
a 'A montrent que dim Ker (rI —tA) =1 et que Ker (rI — tA) contient un vecteur wg > 0 (on
remarquera que 7 = p (A) = p (*A)). Ainsi, il existe k € C tel que w = kwy, et la condition ‘wv = 1
détermine parfaitement k :

1
k= ; .
wov
La réciproque est immédiate.
On a
U1
L=vlw= : (w1 wn):[wlv wnv]
Un
ol [ W1V ... WRpV ] désigne la matrice dont les colonnes sont les w;v. Par hypothése, v > 0 et

w > 0 de sorte que w;v > 0 pour tout ¢, et donc L > 0.

Montrons I'indépendance de L vis & vis de v. Si v’ est un autre vecteur de Ker (rl, — A) et tel que
v/ >0, posons v/ = kv ou k € Ri. Siw' = %w, on vérifie sans peine que

w' >0, WA=rt, 'wv=1,
t

soit L = vlw =o't

La droite Cv n’est pas incluse dans ’hyperplan H (puisque ‘wv = 1) donc C"* = Cv @ H.
De Lv = vlwv = v et

x€ H= Lx=viwr=0v0=0

on déduit que L est la projection sur Cv parallelement a H.

[V.A2i|eSizeH,

twAzr =rtwr=r0=0= Az € H

11



et H est stable par A.

e Supposons que x € H\ {0} vérifie Ax = px. p étant une valeur propre de A, on a |u| < p (A) =r.
Si Pon avait |u| = r, alors g = r par hypothese, donc Az = rz et x € Ker (rI — A) = Cv. On déduit

xe€CvnH ={0}
ce qui est absurde. Finalement |u| < 7.

Prenons une base B = (v, ea,...,e,) de C" telle que v € Ker (rl — A)\ {0} et (ez,...,en)
soit une base de H. A laisse H stable, donc ’endomorphisme x — Az admettra une matrice du style

0 - 0
Al =
: B
0
dans B. Ici B € M,, (C). Le polynéme caratéristique P (X) de A est li¢ & celui de B par
Py(X)=(X—r)Pp(X).

D’aprés V.A.2., si # € H\ {0} vérifie Ax = px, alors |u| < r. Cela prouve que toutes les valeurs
propres de B sont en modules < r, et donc que p(B) < r. En particulier, r sera racine simple de
Py (X).

10 0
Ak 0
N Ok
0

p(B)

Comme p (%) = < 1, I1.4.i implique

d’ou

. ANF 10 ,
kEToo<7> _<0 0>_L

x +— L'z est la projection sur Cv parallélement & H.

V.A.2.iv| En se placant & nouveau dans la base canonique de C™, on trouve
A k
lim (—) =1L.
k—+oco \ T

12



Comme L > 0 et comme cette convergence se traduit, en particulier, en disant que chaque coefficient

de la matrice (é) tend vers le coefficient correspondant de L quand k tend vers l'infini, on déduit

Iexistence d'un kg tel que pour tout k > ko, Ion ait A¥ > 0.
Si0<e<¢, alors |A(e)| < A(€') et IL.5 donne
pAE) <p(A() e F(o) < ()

f est bien croissante sur [0, +o0o[. Comme toute fonction monotone définie sur un intervalle I et a
valeurs dans R, f admet une limite & droite et & gauche dans R en chaque point de 'adhérence I de
1. En particulier :

lim f(e) =inf f (¢)

e—04 e>0

existe. Comme f (¢) > p(A) € R pour tout € > 0, ir>1f(']f (¢) € R et 'on peut méme écrire
£

Jim f(e) = inf f(e) = p(4).

A(e) > 0 de sorte que la question IV.4 et IV.5 s’applique & A(e) : r = p(A(e)) = f(e)
est I'unique valeur propre de A (¢) de module r, Ker (r] — A(e)) = Cuv est une droite vectorielle de
vecteur directeur v > 0, et z (¢) = (z1, ..., p) sera I'unique vecteur de cette droite vérifiant

Z(L‘j =1.
J

En effet, x (¢) = (z1,...,xn) = kv =k (v1,...,vn) et Y x; = > kv; = 1 impose k = 3
J J J

1
Uj'

K est un compact puisque fermé borné dans R", donc la suite (:ﬁ (%))n ey de K admet

une valeur d’adhérence x € K. Autrement dit, il existe une sous-suite (:1: ( 1s )) convergent vers

@) )= GG

pour s tendant vers +o0o, on trouve

x. En passant a la limite dans

Az =lz
donc [ est valeur propre de A. Cela implique |I| < p(A). Comme [ > 0 et p(A) <, on conclut
p(A) =1L

e Si A est réductible, il existe un sous-espace de coordonnées R’ stable par A, avec I # ()
et I # N,. Notons J = N,\I, alors {I, J} est une partition de N,,, et A (]RI) C R! se traduit par

Vjed xj:0)2><Vj€J (A:v)j:Zajkxk:O). (%)
k

13



Siig €I et x = (x;) avec x; = 044, (symbole de Kronecker), () entraine

<Vj eJ D ajpwk= 0) = (Vj€J aji, =0)
k

soit
V(io,j) €I xJ  aji,=0. (s
On constate que (xx) entraine (x), d’ou la caractérisation de la réductibilité de A.
e Notons que la condition (x%) équivaut, en échangeant les notations pour I et J, a
V(i,j)elxJ a;; =0 (R)

demandé par I’énongé !

e Si (R) est vraie et si (i,7) € I x J, alors I’existence de m telle que L (i, j, m) soit vraie entrainerait
Pexistence d’une chaine (am, ...,aim_lj) d’éléments tous non nuls. On vérifie par récurrence en
utilisant (R) que

gy -y iy 7 0= 0,01, .., 0k € 1.
de sorte que j € I. Absurde. Concluons :

V(i,j)elxJ L (i,j) n’est pas vraie.

Soient j € Ny, et Z; = {j} U{j' € N, /L (j',j) vraie}. Montrer que R est stable par A

revient & prouver que pour chaque vecteur x = (z;) ot x; = 0y, (i0 € Z; fixé) de la base canonique
de R%, on a Az € R% | ie

Vio £ Z; (Az); = Zajokxk = ajpi, = 0.
k
Si ce n’était pas le cas, il existerait jo & Z; tel que ajyi, 7# 0, L (jo,%0,1) serait vraie, et comme
io € Ij, L (ig, j) est vraie. On déduit

L (jo,i0,1) vraie

£ (ig, j) vraie } = L (jo,j) vraie = jo € I;

ce qui est absurde.

Conclusion : R% est stable par A.
Il faut prouver que
A réductible < (3 (4,5) € N, x Ny, L (i,j) n’est pas vraie).
(=) a été démontré en i),

(<) si L(7,7) n'est pas vraie, i ¢ Z; de sorte que Z; soit non vide et non égale & N,,. Le ii) montre
que le sous-espace de coordonnées R% non trivial est stable par A, ie que A est réductible.

14



Supposons que L (7, j, m) soit vraie, et montrons que si m > n, alors £ (i, j, m’) est vraie avec
m’ < m. Par hypothese, il existe une chaine

aiil, ceey aimflj

de coefficients non nuls de A liant ¢ & j. Comme m > n, deux éléments de la famille 7,41, ..., 4m_1
seront forcément identiques. Par exemple i; = is avec [ < s. Dans ce cas la chaine

Qg s ey ail,1i17 ais,’is+17 ceey aim_lj
relie ¢ & j et n’utilise que m’ =m — (s — 1) < m coeflicient. Et £ (7,7, m’) est vraie.

A™ = Am=1 A se traduit par

Vi, j agn) = Z aZ(,T_l)akj
k

Montrons I’équivalence proposée par récurrence sur m. Sim =1,
L (i,7,1) vraie & a;; # 0 & a;; > 0,
et la propriété est assurée. Si elle est vraie jusqu’au rang m — 1, on a

(L (i,4,m) vraie) Wiy iy 1§ 7 0

=
& Qi _ni 70 et a;, ;i F#0

< L(i,im—1,m —1) vraie et L (im-_1,7,1) vraie (¢)
=

=

(m—1)

ag >0 et a;, ;>0 (d’apres I’hypotheése récurrente)

Um—1

o) =3 ol Nagg > ol Vi, ;>0 (x)
k

ag-n) > 0.

4

, . . (m)
Réciproquement, si a;;

que

> 0, 'un des termes de la somme figurant en (*) est > 0 et il existera k tel

az(,T_l) >0 et ag >0.

11 suffit de choisir i,,—1 = k pour en déduire (¢) grace a ’hypothése récurrente, puis pour remonter
les équivalences jusqu'a et obtenir la propriété L (i, 7, m).

e (a) & (b) d’apres V.B.3.i et V.B.1.iii, le fait que m € N,,_; provenant de V.B.2 (On
utilise aussi le fait que si £ (4, j) est vraie pour tout i # j, alors £ (,4) est vraie pour tout i. Pour le
voir, il suffit de relier 7 & j puis j & 7 par des chaines de coefficients a;; non nuls).

e Par la formule du bindme de Newton

n—1
(T+Ay ' =3 cmyam,
m=0
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n—1

de sorte que, si 'on note (I + A)""" = (b;;), 'on ait
n—1
b= Cial” (%)
m=0

(out 'on pose commodément ag-)) = 6;;). On déduit :

(b) & Vi i#j ImeN1 a’ >0

1,

= Vi,j i#j by >0e (I+A"!>0.

Réciproquement si b;; > 0 pour tout ¢ # j, I'un au moins des termes de la somme de réels positifs

(%) sera > 0, ie il existera m € N,,_; avec agfn) > 0, d’ou (b).

e Notons Sp (M) le spectre de la matrice M (c’est I'ensemble des valeurs propres de M).
(peSp(I+M)eI#A0 M@x)=p-1)zeu—1€Sp(M)

montre que Sp (I + M) =1+ Sp (M), et permet d’avoir :

Lemme : Si M > 0, alors
p(I+M)=1+p(M).

Preuve du Lemme : Comme M > 0, p (M) est P'unique valeur propre de M de module p (M)
d’apres IV.4, donc

p(M)ec Sp(M)=1+p(M)cSp(I+M).

De plus, si p € Sp(I+ M), p =1+ Xavec A € Sp(M) et |A| < p(M). Par suite || <1+ [N <
1+p(M). m

e D’aprés V. A 3.ii :
p(I+A) = €£%1+ p(I+A(e)) avec A (e) >0,
= €£%1+ (14+p(A(e))) d’apreés le précédent lemme,
= 1+pA)=1+r

d’otul le premier point.

e Appliquons II.2.ii pour obtenir le second point :
p(I+A7") = lp+ A" =1+

e Si A est irréductible, (I 4+ A)"" > 0 et I'on peut appliquer V.A.2.ii et la partie IV :
p ((I + A)"_l) — (14 7)""* sera racine simple de Py ayn-1 (X).
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e 7 est une valeur propre de A d’aprés V.A.3.iii, donc c’est une racine de P4 (X). Montrons que r
est racine simple de P4 (X) en raisonnant par ’absurde. On a

P(I-&-A)nfl (X) = det [XI —(I+ A)n—1:| '

Posons X = (14 Y)"*

Plray— (<1 + Y)"‘l) = det [(1 +Y)"TN - (T + A)”‘l}
n—2
= det[YT— A].det [Z A+ Y+ A)n—z—k]
k=0

= ). det rf: I+ A" ’f]

k=0

Si r était racine multiple de P4 (Y'), il existerait un entier o > 2 et un polynéme @ (Y') tels que

Py a1 ((1 + Y)n_1> =Y -n*Q(Y).

En dérivant par rapport 4 Y,

dX

=AY =Y+ (Y =) Q ().

P(IIJFA)"*1 (X)

Pour Y = r, compte tenu de 4 L =mn-1)>1+ Y)" !, on trouve

Pl gyt (0) (n=1) (L47)"" =0
d’ou P(’ LAy (r) =0, ce qui prouve que r est une racine multiple de P( 44y 15 c’est absurde.

e Autre solution : Toujours en raisonnant par l’absurde. Si r était racine multiple de Py,
(1+ r)n_l serait racine multiple de P( A1 d’apres le lemme ci-dessous, ce qui est absurde.

Lemme : Soit A une matrice carrée de taille n a coefficients complexes. Si le polynéme carac-

téristique de A est P4 = [] (X — \;) et si @ € C[X], alors le polynome carcatéristique @ (A) est
i=1

n
Poa) = .Hl (X —Q(N)).

1=
Preuve du Lemme : On peut supposer que A est triangulaire (puisque toute matrice a coefficients
dans un corps algébriquement clos est trogonalisable), soit

N ## NH o # Q\) #  #
O i O pYs O Q(N\)

En développant le déterminant d’une matrice triangulaire, on déduit

Poay =det (XTI —Q(A) = [ (X —Q (A
1=1
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e Montrons que r > 0 : D’apres I1.5 et le lemme du V.B.4.i,
I <I+AE) = p(I)<pU+A@E)=1+p(AE) = 0< p(A(e)

pour tout € > 0. En passant a la limite pour ¢ tendant vers 0, on obtient 0 < r. Enfin r = 0 sinon
toutes les valeurs propres de A sont nulles et r = 0 sera la seule racine de P4 (X), ce qui est absurde
car r est de multiplicité 1 et deg P4 (X) =n > 2.

Comme I et A commutent,

I+r)" ' T—(I+A" = [0+ I-T+A)]Q(A) =0I—A)Q(A) =Q(A) (r] — A)
n—2

ou Q(A) =S (14+rF (I +A)" > de sorte que
k=0

Ker (rI — A) C Ker |(1+ r)n_l I—(I+ A)n_l — Co

avec v > 0 (cf. IV.4ii et (I+A)" ' > 0). Comme r est racine de P4 (X), Ker (r] — A) # {0} et

nécessairement
Ker (rl — A) =Cv

e Si A est primitive, il existe un entier naturel non nul k tel que A¥ > 0, donc ag-g) > 0 pour
tous 7, j. D’apres V.B.1.iii, cela prouve que A est irréductible.

e Montrons que r est I'unique valeur propre de A de module r : A est irréductible donc r = p (A)
est racine de Py (cf. V.B.4), ie une valeur propre de A. D’autre part,

p(4F) = p(a)t ="

Comme A* > 0, 7* sera 'unique valeur propre de A* de module 7* et
Ker (r*I — AF) = Cv avec v > 0 (cf. IV).

Si p € Sp(A) et |u| =r, alors u* € Sp (AF) et |p*| = r¥ donc ¥ = r*. Notons Ejs (\) Despace
propre de la matrice M associé a la valeur propre A. On a

x € Eg(p) = x € Eyn (,uk) = E x (rk) =Cv
donc Ey4 () € Cv. Comme E4 (1) # {0},
E4(p) = Cu.

Ce que l'on a fait avec u, on peut le refaire avec r pour obtenir E4 (r) = Cv, d’ou E (r) = Ea (1)
et r=pu.

Si A est irréductible,

*x Ker (rI — A) est une droite vectorielle engendrée par un vecteur v > 0 d’apres V.B.4.iii,

* Par hypothése, r est I'unique valeur propre de A de module r,
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x t A est irréductible, donc Ker (rI — tA) est une droite vectorielle engendrée par un vecteur w > 0

d’apres V.B.4.iii, et Aw = rw, ie twA = rtw.

Les conditions du début de V.A sont satisfaites, et V.A.iv s’applique : il existe ko tel que k& > kg
entraine A* > 0. Cela signifie bien que A est primitive.

e Cherchons Py, (X) :
X -1

0
0 X -1
PAO(X):
0 -1
-1 -1 0 X
X -1 0 -1 0 0
0 X -1 X -1
_x +(_1)n+2 X
0 -1 0 0
-1 0 0 X 0 0 X -1
X -1 0 -1 0 0 |1
0 X -1 X -1
=X |X|: (=DM X -1
0 I 0 0
0 0 0 X 0 0 - X —1|]

d'ott Py, (X)=X"—-X — 1.
e Pour montrer que Ag est primitive, on montre que

(1) Ap est irréductible,
(2) 1 est I'unique valeur propre de Ay de module r.

e Preuve de (1) : On montre que £ (i,7) est vraie pour tout couple (¢, j). En notant toujours a;;
les coefficients de Ay,
*Si1<i<j<n,ajir...aj-1,; #0 et donc L (i, ) est vraie.
*S8i1<j<i<mn,L(in)et L(1,j) sont vraies d’aprés le cas précédent, et an1 # 0 prouve
que L (n,1) est vraie. Cela entraine L (3, j).
* Si i = j, on choisit k # ¢ pour avoir les propriétés L (i,k) et L (k,i), d’ou 'on déduit la
propriété L (i,1).
e Preuve de (2) : Ap est irréductible, donc admet r comme valeur propre (cf.V.B.4.ii), et 'on peut
écrire Py, (r)=1r"—r—1=0=71"=r+1. Si A € Sp(A) est de module |A\| =r,

Pag(N) = A" = A—1=0= A" = [A+1] = [A+1] =r".

De ces deux résultats, on déduit |\ + 1] = |A| + 1, soit A > 0 (cf. 1.2), et finalement A = r.

%% THAT'S ALL FOLKS! %%
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