Agrégation interne 2000 de Mathématiques
lére composition

solution proposée par Dany-Jack Mercier

IUFM de Guadeloupe, Morne Ferret,
BP399, Pointe-a-Pitre cedex 97159,
dany-jack.mercierQuniv-ag.fr

NB : Le sujet de I’épreuve n’est pas joint a ce document. Il pourra étre téléchargé
au format pdf sur le site http://perso.wanadoo.fr/megamaths.

0lagd7] v1.23
(© 2002, 2004, D.-J. Mercier. Vous pouvez faire une copie de ces notes pour votre usage personnel.



Solution de la premiére composition
de I’Agrégation interne 2000

Partie 1

On notera indifféremment a ou [a]p la classe de @ modulo p.
I.1. On a

i€ (Z/mZ) < 3 €Z/mZtel que .y =1
& yeZ ueZ xzy+um=1<pged(z,m)=1.

I.2.a. L’application ¢ est un homomorphisme du groupe (Z/mZ)* dans lui-méme puisque
o (af) = (af)? = a28% = o (o) o (B) pour tous o, B € (Z/mZ)*. L'image S de ce morphisme
sera donc un sous-groupe de (Z/mZ)™.

Dans les deux cas et en élevant tous ces nombres au carré on trouve S = {1, 4}.

1.3.a. Si p est premier, alors p est premier avec tout nombre entier  qu’il ne divise pas, et la
question I.1 montre que tout élément = non nul de Z/pZ sera inversible.

On a montré que (Z/pZ)* = (Z/pZ) \ {0} et que Z/pZ est un corps.
1.3.b. L’égalité 1 = —1 entraine 2 = 0 et signifie que p divise 2. C’est impossible car p est
premier et distinct de 2.

I.3.c. Les équivalences
cla)=1ed-1=0s(a-a+1)=0ca==+1
montrent que K = {i, —i}.
I.3.d. Par décomposition canonique du morphisme o on trouve S = Imo ~ (Z/pZ)* /K, d’ou

#S = %1 = p/ en passant aux cardinaux.

I.3.e. Ona#T = (p—1)—#S =p. Sis € S alors s € T (autrement s = s’ € S
entraine 0 = s's™! € S, ce qui est absurde d’aprés le choix de #). On a montré 'inclusion
{0s/se S} CT. Comme #T =p' =#S =#{0s/s € S} (cette derniére égalité provenant du
fait que 'application s — s est clairement une bijection de S sur {fs /s € S}), cette inclusion
est en fait une égalité.

L1.3.f. L’application x, : (Z/pZ)* — {+1} est trivialement surjective, et c’est un homomor-
phisme de groupes multiplicatifs puisque :

Yo, B € (Z/pZ)" X, (af) = x, (@) x, (B) . (%)



Pour vérifier cela, on envisage les quatre cas possibles. Si « et 8 sont des carrés, alors a5 aussi
et les deux membres de (%) valent 1. Si « et 3 ne sont pas des carrés, on peut écrire o = s
et = s’ comme indiqué en I.3.e, ou 5,5’ € S et § € T. Dans ce cas aff = 0%ss’ appartient
a S puisque S est un groupe et que 62, s et s’ appartiennent a S. On a donc Xp (ap) =1,
Xp (@) = x, (B) = —1 et I'égalité (x) est assurée. Le dernier cas a envisager est celui ot I'un
des éléments «, B est dans S et lautre dans 1. Par exemple o« € S et f§ € T. Dans ce cas
aff =+ € T (sinon v € S entraine B = a1y € S, absurde) et () est encore bien vérifice.

1.3.g. Soit f: (Z/pZ)* — {£1} un épimorphisme quelconque de (Z/pZ)* sur {£1}. Sia € S,
il existe 8 € (Z/pZ)* tel que a = A% et donc f (o) = f(8)* = 1. Comme [ est surjective, il
existe 0 € (Z/pZ)™ tel que f (6) = —1. On a alors § € T (puisque 1'on vient de voir que I'image
de tout carré est 1). Si maintenant o € T, il existe s € S tel que o = s (1.3.e), et I'on obtient

fla)=f(0s)=f(0)f(s)=(=1) x1=—L

En conclusion

—1lsiaeT,
et f =X,
1.4.
a [1| 2 |3 5|6=—5|7=-48=-3[9=-2|10=-1
> [1] 4|9 3 5 9 4 1
(&) [1]-1]1[1]1] -1 -1 —1 1 —1
Partie 11

I1.1. Le groupe (Z/pZ)™ est d’ordre p — 1, et le Théoréme de Lagrange montre que o~ = 1
pour tout élément o de ce groupe. On en déduit (ap' — 1) (ozp' + 1) = 0 don o = +1.

I1.2.a. L’application
o (Z/pL)* — {ii}

/
leY — aP

est clairement un morphisme de groupes, et le groupe {il} est trivialement isomorphe a

{£1}, de sorte que 'application ¢ de 1’énoncé apparaisse comme la composée de ces deux
homomorphismes.

I11.2.b. On a ¢ (1) = 1 puisque i = 1. Silon avait o = 1 pour tout a dans (Z/pZ)™, le

polynome X? — 1 possederait p — 1 = 2p/ racine dans le corps Z./pZ, ce qui est absurde puisque
son degré est p' < 2p’. 1l existera donc au moins un élément o tel que o’ = —1 et o (o) = —1.
L’application ¢ sera surjective.

Autre solution : Un générateur g de (Z/pZ)* est d’ordre p — 1 = 2p/, donc g? # [1],. La
question IT.1 montre alors que gp/ = [—l]p. Comme ¢ (1) = 1, on conclut a la surjectivité
de ¢.



I1.2.c. L’application ¢ : (Z/pZ)™ — {41} est un morphisme surjectif et I'unicité de la ques-
tion I.3.g montre que ¢ = x,,. Par suite

va=ld, € @) p(@)=x, (@) = (%),
Cela se traduit ainsi :
*Si o = [1],, i.e. si a? =1 (p), alors 1 = Xp (@) = (%)
*Si o = (1], i.e. si a? = —1 (p), alors —1 = Xp (@) = ( )
Dans tous les cas a? = (%) (p).

I1.3. On applique la formule II.2.c. pour obtenir :

et
—1
(5)=-1e = mer=1@er=30
Partie II1
III.1. On a
mo! i2nk? m-! z27r(k+1)2 LI mo! i2nk?
e m etfo 271' Ze Zem :Ee m
k=0 k=0 k=1 k=0

puisque e% = 1. Par conséquent fo (0) = fo (27) et f coincide avec fy sur tout Uintervalle
[0, 27]. La fonction fp est somme de fonctions de classe C*° sur [0, 27|, donc sera de classe C™
sur [0,27]. Par suite f sera de classe C* sur [0, 27], et, étant périodique, sera de classe C™
sur chacun des intervalles [n2m, n2mw + 27]. Pour montrer que f est continue sur tout R, il suffit
de vérifier que f est continue en chacun des points n27 (ou n € Z). Comme f est continue sur
chacun des intervalles [n2m — 2w, n2x] et [n2m, n2xw + 27, on déduit effectivement

lim f(0)=f(n2m) = lim (1),

t—n2m

II1.2.a. On a
1 o —int —znt (t+27rk 1 — l( +%)
=g | e =5 Ze :2_;/ dt.
Comme t = 27 (u —k+ %), on trouve
2
t+ 2mk)? om (u + M0
2mm 2 m
5  2m [ 5 m2n?
= —nu2r + kn27 — mmn” + — <u + + umn)
m 4
B 27ru? Tmn?

m



Ainsi

= m— k+1—
1 2 i M+kn2ﬂfﬂ _sTm 27Tu2
cp = — e(m 2 >27rdu:el E m du
2T = e

k=0 """ "2
mn
amn? m—T3 21y
= e "2 / e m du
mn
T2
II1.2.b. Si n = 2n/ est pair,
_“IT’VTLTLZ _ /2
e T — e 2rmn’s _ 1.
Sin =2n'+1 est impair,
_<7r’rn'n,2 _ . /2 / . .
e T — e zZm(4n +4n+1):e zZm:(_l)m.
III.2.c. On a
B m(1—q) 7,'2”“2 B
Coq = e m du=u_q4
—mgq
et

m(=a+3)  5p2

car = (=)™ [ du = (i) v,
m(-q-3)

II1.2.d. Rappelons le Théoréme de Dirichlet valable pour toute application 2r-périodique f

de R dans C :

1) Théoréme de convergence simple : Si f est de classe C! par morceaux, alors la série

de Fourier de f converge en tout point ¢t de R vers w

2) Théoréme de convergence uniforme : Si f est continue et C' par morceaux, alors la
série de Fourier de f converge normalement, et donc uniformément, sur R, vers la fonction f.

On trouvera une preuve de ce Théoréme dans le Gostiaux ([1] 15.3 p. 285 et 15.4 p. 289) ou le
Ramis ([2], Corollaire I de IV.3.5.4.2 & Théoréme du 1V.3.5.4.3).

Dans notre probléme, la fonction f est continue sur tout R et de classe C' par morceaux. On
peut donc affirmer que la série de fonctions ), c,e™ converge normalement vers f sur R, et
cela entraine la convergence absolue de ) cne™ vers f (t) pour tout t fixé. En particulier
f(0) = >, czcn Dans la pratique, cela signifie que la série ), (cx + c—x) est absolument
convergente, et donc que toute série dont les termes sont extraits de la série ) kEN (ck + c—p), est
absolument convergente. En particulier, les séries E;ff (C2q + c—2q) et Z;:O‘f (c—2g+1 + C29-1)
sont absolument convergentes et

+oo +oo +oo
FO)=co+d (ertep)=cot Y (eag+coag) + Y (coagrn+eag1).
k=1 q=1 q=1

Compte tenu de III.2.c, on obtient

“+o00o

f(()):uo+2(uq+u = qu+v1q

q=1



et les séries qui interviennent sont absolument convergentes.

IT1.3.a. Montrons que cette intégrale converge. Il y a seulement un probléme en 0 et un
. . 27 . .
probléme en +oo puisque la fonction g +— £ \/; est définie et de classe C°° sur tout R . Fixons

ez27'ry

c € R%. L’intégrale v

¢ g2y = L ¢t puisque
Nz NG
C

dy—hm 2/y]5 = 2v/c

lim
A—0 A \/g

existe. Si A > 0, une intégration par partie donne

A 127y A A i2my
/ 2y Tidy = |y _/ - — )y dy
c 127 . . 12T 2
ei27rA 1 ei2me 1 A ei2my
= - A_E — — c 2 + — d . *
i2m i2m At Jo o o3 4 ()
Comme A — €™ est bornée et limg— 400 A3 = 0 on trouve limA_HLoo %A‘é = 0.

eroo el?ry 27fy

L’intégrale dy est absolument convergente puisque f oo % dy converge. La formule
y

(*) montre mamtenant que la limite

A )
lim [ €27y 3 dy
A—+oo /.

. . o R ; _1 .
existe, autrement dit que l’mtegrale generahsee f oo ey =2 dy converge. En conclusion, les

e 27y +00 et 2Ty JrOO ez27ry
et [ 7 dy prouvent celle de VR d

. 2 (&
convergences des intégrales fo

IIL.3.b. La fonction z — 2™ est paire, donc il suffit de montrer que fo o gi2me? gy converge.

Soit ¢ € R fixé et A > c. Par le changement de variable ¢ = z2, on trouve

A A2 AZ
/ ei?ﬂxz dr = / ez27rt 1 dt = 1/ 6127rt dt
c c? 2\/_ 2 c2 \/E

et la question précédente montre que f \[ L dt tend vers une limite quand A tend vers +oc.

Il en sera donc de méme de fc ei2m2% (o.

III.3.c. On a
= = m(q+1 , q+1 2
uo+Z(uq+u,q) = u0+Z/ m du+Z/ du
q=1 q=1""4

m —+00 2 0 2 “+00 2
27ru c 21Ty - 27Ty S 27Ty
= / m du—l—/ e’ m du+/ e’ m du—/ e m du
0 m —00 —0o0

+oo
= vm / 2™ gy = J\/m par le changement de variable v = -
o vm
On montrerait de méme que Z+°° (vg +v1—q) = J/m. En remplagant dans la formule du

mm

I11.2.d, on obtient bien f(0) = J (1 +e *2 )/m.



II1.3.d. Pourm=1, f(0)=J(1+e'2)=J(1—14). Ici f(0) =1 donc J = &
II1.3.e. En remplacant dans (1),

_iT mlz%kz
foy= VIS, (m),

k=0

d’ou
(1+ ()"

1—2

G(m) =
Partie IV

IV.1.a. Il faut vérifier que I'image e’ de la classe [k],,, est indépendante du choix du représen-
tant k de la classe. Si [k],, = [K'],,, alors m divise k — k&’ et I’on a bien

s 2xk 277(’@'*’@") ; 2wk’ ok
etm = ¢t m et m =etm .

IV.1.b. On applique (P1) et I'on reconnait la somme d’une progression géométrique de rai-
-2k
son €'m :

m—1 1— 2m\ ™
Z sm(a:):Zei%k:<—2k>:O.
k=0

xE€ZL/MmL 1—e¢

IV.2.a. Si k — h = 2mu, alors k? = h? + 4m>u? + 4muh et

o k2 o b2 2 o h2
6127r4—m _ ezQTrmez%r(mu +uh) _ ezme.

IV.2.b. La question précédente permet d’écrire

2m—1 L2 2m—1 (k+2 )
. m
2 : eZQTl'm _ § : 21 § : ez27r4m
k=0 k=0
d’ou
2m—1 2m—1 4m—1 4m—1
2m —9 § : ez27r4m _ § : 6127r4m + § : 6z27r4m _ § : 6127r4m :G(4m)

k=2m

IV.2.c. Appliquons IV.2.b. avec 2m a la place de m, et utilisons 'expression de G (m) obtenue
en IT1.3.e. On obtient

(1 +6—i47rm) \/% B 4\/5

1—14 11—

2H (4m) = G (8m) = Vm =2(1+i)vV2y/m
soit H (4m) = (1+z)f\/_—2<f+zﬁ>\/ﬁ:2w\/ﬁ.
IV.3.a.

k- E — 7./ ApqZ
(I,r,s) [Ipg + 4rq + 4sply,,

7



Comme E et Z/4pqZ ont méme cardinal, Papplication & sera bijective si et seulement si elle est
injective. Supposons donc que (1,7, s) et (I,7/,s") soient deux éléments de E tels que

Ipq + 4rq + 4sp = I'pq + 47" q + 45'p.

On aura (Ip+4r —U'p —4r")q = 4 (s’ — s) p. Comme p est premier avec ¢ et divise le premier
membre, le Théoréme de Gauss montre que p divise Ip+4r—1'p—4r', et donc p divisera 4 (r — 7).
Le Théoreme de Gauss montre encore que p divise r — /. Comme 1 < |r —7/| < p—1, on aura
nécessairement r = 1/, et donc

Ipq + 4sp = U'pq + 4s'p.

On tire maintenant (Ip —'p)q = 4 (s’ — s)p, d’on (I —1') g = 4 (s’ — s). Comme ¢ est premier
avec 4, le Théoréeme de Gauss montre que ¢ divise s’ — s et les inégalités 1 < |s — §'| < ¢ —1
entrainent s = s’. En remplacant, il vient Ipg = I'pg d’ou | = I'. L’application k est bien

injective, donc bijective.

IV.3.b.
4pg—1 22 2
k2 k2 . k(l,r,s)
H(4PQ) _ 6z27r8pq _ Z Z27T8pq _ Z 6z27r pa
(K], €Z/4pqZ (Lr,s)eE
(qu+4rq+4sp)2 (lpq+4Tq+4Sp)
= Z e 8pq = Z e 8pq .
(Lr,s)eE (l,r,s)eE
On a
1
— (Ipq + 4rq + 4sp)* = — (1*p*q* + 167> + 165°p? + 8lpg*r + 8lp°qs + 167spq)
8pq 8pq
donc , ) )
om (LR ik (2p2q?+16r2¢7 +1652%p) _ zanql o T jidmE
Par suite
pql? i4 ar? i4 qu = i4 ar? = i4 ps’
i) = X o (o) (o) (o).
(l,r,s)eE r=0 s=0
- 270 . - oy PN Lz
IV.4.a. Comme w = €'s est une racine primitive 8-iéme de 'unité, on a w® =1 et w? = —1,
donc
3 l 4 9
Zez2wpq - 1+ ezQw% + ezQw% + ezQW% — 1+ WPl _|_w4pq +w9pq
1=0

= 14+ wP? + (_1)17‘1 + WPl = 9.,P9.
IV.4.b. Immeédiatement H (4pq) = 2wP!L (p,q) L (q,p).

(U
IV.d.c. Ona L(1,p) = 3 ™™ = 1. La formule du IV.4.b s’écrit ici
r=0

H (4p) = 2w"L (1,p) L (p, 1),



et comme H (4m) = 2w+/m d’aprés IV.2.c, on obtient
2wy/p =2wPL (p,1)

d’ou L (p,1) = wlfp\/g_a.
IV.5.a. L'¢lément [2], est inversible, donc 'application z +— [2] ) est une bijection de (Z/ pZ)*
dans (Z/pZ)™, et 'on peut écrire

1+ Z sp<[2]px):1+ Z ep(x) = Zep(:n):()

z€(Z/pL)* 2€(Z/pZ)* ©€Z/p.
d’aprés TV.1.
IV.5.b.
L(p,q) = Ze =1+ Z e’ =1+ Z Ep ([2q]p[r]p)
r=0 (], €(Z/pZ)* [r], €(Z/pZ)*
= 1+ Y & (l2d,0 @)
z€(Z/pZ)*

Siy € S, alors o~ (y) est toujours une paire d’aprés la partie I. On peut appliquer (P2) pour

obtenir
L(p,q) =1 —i-QZap <[2q]py) .
yeSs

IV.5.c. Si[qg], € S, [q], est un carré et I'application y — [g],y est une bijection de S dans S.
Par conséquent

Lpg)=1+23 ¢, ([2]p [q]py> =1+2) ¢, <[2]pa:>.
yeSs zesS

La méme formule peut étre appliquée pour calculer L (p,1) puisque [1] q € S. On en déduit
L(p,q) = L(p,1).
IV.5.d. Si[q], € T, application y — [g],y est une bijection de S dans T' (I.3.e) donc

L) =1+2 ¢, ([2]p [q]py> =1+2Y ¢, ([2]pa:>.
zeT

yeSs
On a alors
L(p.g)+L(p1) = (1+22€p([2]pa:>>+<1+2Z€p<[2]px)>
zeT z€eS
=201+ Y gp<[2]px> =2 Y @] =0
z€(Z/pL)* ©€(Z/pZ)

IV.6. D’aprés IV.4.b et IV.2.c

H (4pq) = 2w+/pq = 2w"' L (p,q) L (¢, p) -



Comme 'on vient de voir que L (p,q) = (%) L(p,1) et comme L (p,1) = wlfp\/}_) d’aprés
IV.4.c, on obtient

o (e ()

q
soit
2) (I_j) — Ptapa=1 _ 20"+ 142¢+1-(2p"+1)(2¢'+1)-1 _  —4p'q _ (_1)p’q"
r) \4q
That’s All Folks !
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