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Préambule

On notera N Pensemble des nombres entiers naturels, Z l'anneau des nombres entiers
relatifs, Q le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres réels et C le corps des
nombres complexes. On désignera par K un des corps Q, R ou C et par E un des anneaux
euclidiens Z ou K[X], Panneau E est donc un annean intégre, On notera U(E) Pensemble
des unités de B, c’est-a-dire Penserble des éléments de E qui sont inversibles dans E; on
a done U(Z) = {41} et U{K[X]) = K\ {0} et enfin, on notera F le corps des fractions de
Panneat BE:onadone F=QsiE=2Z, et F=K(X}si BE=K[X]

Te stathme de I'anneau euclidien E est Papplication st : B\ {0} — N définie par
st{n) = In| si E = Z et par st{p) = deg(p) si B = K{X|. La division euclidienne dans E
peut. s'exprimer ainsi

soient o et b dans B\ {0}, alors, ou bien b divise g, ou bien il existe g € E et 7 &€ N {0}
(resp. v € B\ {0}) si E = Z (resp. si B = K[X]}, tels que a = bg + 7 et st{r) < st{h).

1. Soit A un sous-ensemble de E. fini ou infini, contenant an meins un élément non nul,
on appellera valence de A le nombre subvant :

val{ A} = inf{st{a) | a € A, a3 0}

Montrer que val(A4) est un élément bien défini de N.
2. On appelle opération élémentaire sur un sous-ensemble A de E, contenant au OIS 3N
élément non nul, Pajout & A4 d’un élément non nul = de E qui est le reste de la division
euchidienne d’un élément a non nul de A par un élément b non mi de A. Montrer qu'on a
I'alternakive suivante :

o bien, il existe un élément r) de A gui divise tous les éléments de A,

ou bien, il existe une opération élémentaire sur A telle gue val(A U {r}} < val{A).

3. Montrer quun nombre fini d'opérations élémentaires i partir de A conduit 4 un ensemble
B = AU {ry...., v} dans lequel ry, divise tous les éléments de B

4. Dans tout le probleme, on appellera e plus grand convmun diviseur des Slérnents ¢’un
ensemble A comine ci-dessus celid des plus grands communs diviseurs gui est un nombre
positif si B = Z, ou un polyndme unitaire si B = K[X]. Soit e lc plus grand commun
diviseur des éléments de A, cornparer e et Pélément ry, trouvé en 3.

5. Traiter expliciternent Pexemple 4 == {6, 10,15}, dans le cas E = Z.

Premiere partie

On dire gu'une matrice & p lignes et g colonnes est une matrice de type (p,q). Le
but de cette partie ef de lo suivante est de frouver une condition névessaive el suffisante
pour que deux matrices de type (p,q) & coefficients dans B soient dquinalentes en tond gue
matrices & coefficients dans B, Ce vésultot sera uiitisé dons lo frowsiéme partie pour donner
une condition nécessaire eb suffisante pour gue dewr matrices carrées & coefficients dans
K sotent semblables.

On notera M, ,(B) Pensemble des matrices de type (p, ¢} & coeflicients dans B, ¢'est-d-dire
le sous-ensemble de M, (F) formé des matrices dont tous les termes sont dans E. Le rang



d'une matrice A € M, ,(E) est le rang de A considérée comme matrice 4 coefficients dans

F. On dira qulune matrice A € M, (B) est inversible si elle a un inverse dans M,y {E).

Le déterminant de A € M, ,(E), noté det(4), est le déterminant de A considérée comme

matrice & coefficients dans F. On remarquera que det{A4} € E et que, si B € M, ,(E}, on

a det{AB) = det{A) det( 7).

1. Montrer qu'une matrice £ € M, ,(E) est inversible si et seulement si son déterminant

st inversible dans B, c'est-d-dire si det P ¢ U{E}.

2. Deux matrices 3’ et M"Y de M, (E) sont dites E-dquivalentes s'il existe des matrices

inversibles 17 € M, () et ¢ € M o(E) telles que M = P3G On notera ceste relation
E . E . e

M= A, Montrer gue la relation o2 est une relation d'équivalence.

3. Soient 4 et 5 deux nombres entiers distinets vérifiant 1 € 4 € pet 1 5 § % poet

b€ E\ {0}. On note T (h) la matrice de M, (B} dont les termes diagonatx sont égaux

A1 et dont le seul terme non nul en debors de la diagonale est sur la i-tme ligne et la

j-tme colonne, et a powr valear b, on note g7 ; la matrice de M, ,(E) obtenue & partir de ia

patrice unité en échangeant i-eme ligne et j-gme ligne ef on note Diuy, ... , Uy} la matrice

diagonale dont les termes dlagonaux sont des nnmités 4y, ... tp de B.

1) On appellers, opérations élémentoives sur les lignes et les colonnes de A4 la multiplication
de A € M,,(E) & gauche par une matrice T7,;(0), 87, on Dlup,... up), ainsi que
Jo multiplication & droite par une matrice Ti‘fj{b), Slf{j o Duy, .., uy) Exprimer ces
opérations en termes de nuanipulations sur les ligues ot les colonnes de A, On appellera suite
d’opérations sur les lgnes et les colonmes de A toute composition d’opérations &lémentaires
sur Jes lignes et les colonnes de A

i) Montrer que I7 (D), Sfj et Diwy...., u,) sont inversibles et donner leurs inverses,

Hi) Les matrices 7, {b) - A, 8P, A Dluy,up)- A0 A THABY, ACSE et A D, ug)
sont E-équivalentes & 4 ; montrer que, de plus, le plus grand comrmun diviseur des termes
dune quelcongue de ces matrices ost égal an plus grand commun diviseur des termes de
A.

Soit 4 = (e h1gigpigigy € M, ,[E}, supposons la matrice A non wille, on appelers
encore valence de A le nombre entier

val(A) = min{st{e.) | ey #0, 1 €< p, 1< 7 < ¢}

4. On traite dans cette question le cas des matrices de type (2,2).

. .~ . a b
i} On considere Ja matrice A = ( J
¢ d

) € M, o(B), supposée ron nulle. Montrer qu'on a
Palternative satvante :

au bien, un des quatre termes a, b, ¢ et d divise les trois antres,

ou bien, i existe une suite d'opérations sur les Hgnes o los colonnes de A qui trapsforine
A en une matrice B telle que B A et val(B) < val{A}.
Pour cela, on pourra dabord supposer que val{A) = st{a) et distinguer deux cas e

si a ne divise pas b, ou si @ ne divise pas ¢, donner une opdration flémentaire qui donne
le résultal annonce
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81 a divise b et ¢ et ne divise pas d, donner une suite d’opérations élémentaires qui
donmne le résultat annoncé.

ii) Montrer qu'il existe une suite d’opérations sur les lignes et les colonnes de A qui

€21 %

. E \
transforme A en une matrice €' telle que O A et ¢ = . oll ey est le plus grand

commun diviseur de a, b, ¢ et d, et les « désignent des éléments de B divisibles par ¢, puis
£1

G ey
plus, dans le cas ex # 0, que ez est un nombre positif si E = %, ou un polyndéme unitaire
si E = K[X]. On supposera cette condition réalisée pour le reste de la question 4.

. E
en une matrice D telle que DA et D = ( . Montrer que 'on peut supposer de

iif) Montrer gue e divise e3 ef que ejes; = udet{A4), ol u est une unité de E. En déduire que
le couple (eq, e2) est déterminé de fagon unique par A. On appellera facteur(s) invariani(s)
de A le couple {e1,e3), dans le cas e 5£ 0 ou 'élément ¢, dans le cas e; = 0.

iv) Montrer que si les matrices nen nulles A et A’ de My o2(E)} ont les mémes facteurs
invariants, alors elles sont E-équivalentes.

v) Montrer réciproquement que deux matrices E-équivalentes 4 et A’ non nulles ont les
mémes facteurs invariants, On pourra montrer que le déterminant et le plus grand commun
diviseur des termes d'une matrice A € M, 2(E) sont conservés par multiplication 3 droite
ou & gauche par une matrice inversible de M3 2(E), & une multiplication prés par une unité
de E dans le cas du déterminant.

. - 6 10 6 12
| ) . LY 1Y AT e — X ——n 5 3 A8
5. Traiter explicitement les exemples 4 = (1(} 15) et A4 = (12 15), dans le cas
E=7Z

Deuxieme partie

1. On traite dans cette partie le cas général : on notera A une matrice de type (p,g) &
coefficients dans E et de rang » > 0.

i) Moatrer qu'il existe une suite dopérations sur les lignes et les colonnes de 4 qui

transforme A en une ratrice B telle que A~B, qui a la décomposition en blocs suivante :

? 0
B - ol ( .r) H
(0) 4
ot A" est une matrice de type (p— 1,9 ~ 1) & coefficients dans E, ey divise tous les termes
de A, et les (0) désignent des matrices nulles de types appropriés. Donner le rang de A’

i} Montrer qu'il existe une sunite d'opérations sur les lignes et les colonnes de A qui

transforme A en une matrice C telle que A=C, qui a la décomposition en blocs suivante :

o= (P @),

(0) (0)
ou DMey,...,e.} est la matrice diagonale d'ordre r dont les termes diagonaux sont
€1,. ... €, avec les conditions : ey divise ey, ....e.. divise e,, e; # 0,...,e, £ 0, et

ol les {0} désignent toujours des matrices nulles de types appropriés.
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iit} Seit P € M, ,(E) une matrice inversible (dans M »{E)), montrer que P peut s'écrire
comme un produit de matrices T);(b), 87, et D{u,..., up), ott Pon reprend les notations
de la question 3. de la premiere partie, en particulier, u;, ..., up, sont des unités de E.

iv) Montrer que deux matrices A et A" de M), {E) sont E-équivalentes si et seulement si
i} existe une suite d’opérations sur les lignes et les colonnes de A qui transforme A en A7,

2. On appelle mineur d’ordre m d'une matrice 4 tout déterminant d’une matrice carrée
d’ordre m extraite de A. On admet que toute opération élémentaire sur les lignes ou les
colonnes de A € M, ,(E) conserve le plus grand commun diviseur des mineurs d’ordre m,
ceci pour tout m, 1 € m < min(p, g).

i} On suppose que Pon a transformé par une suite d’opérations sur les lignes et les colonnes
la matrice 4 en une matrice € qui a la forme indiquée en 1.ii), avec les conditions
ey | ea,...,ep1 | e,. Montrer que, pour tout m, 1 < m £ r, le produit e; - e, est
un plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre m de A.

ii) Avec les mémes notations, on supposera de plus que ey, ..., e, sont des entiers positifs
si B = Z, ou des polynémes unitaires si B = K[X] : cecl est loisible, quitte & multiplier
la matrice C' par une matrice D{uy,..., u,) bien choisie. Montrer que, la matrice A étant
donnée, les eq,..., &, caleulés en 1.}, ainsi normalisés, sont définis de fagon unique. On
appellera facteurs invariants de A ce r-uplet {e;,...,e,).

ili} Montrer que deux matrices A et A’ de M, ,(E) sont E-équivalentes si et seulement si
elles ont les mémes facteurs invariants.

3. Boit o € K, calculer les facteurs invariants des matrices de My 3(K[X]) suivantes :

a — X 1 (; a—X G 0
A= 0 a— X 1 et B = 0 o — X 1
0 G x - X 3§ 0 a—X

. ., .
Troisieme partie
Le but de cette partie est de donner une condition nécessaire ef suffisanie pour gque
deur matrices carrées d'ordre p 4 coefficients dans le corps K soient semblables, ¢’est-d-
dire représentent un méme endomorphisme de KP dans des bases différentes, On obtiendra
de plus une méthode de colcul du polynéme minimal d’un endomeorphisme de KP.

1. Soit M ¢ M, ,(K), on note dans toute cette partie (e} (X),...,eM (X)) les facteurs
invariants de a matrice M - X1 € M, ,(K[X]), oti [ désigne la matrice unité de My ,(K).
On vient de voir qu'il existe des matrices inversibles P et ) dans M, ,(K[X]) telles que :

X)) 0 ()

M-XI=P. ! K : :
0 eM(X) (0)
© - 0 (O

Montrer, en calculant le déterminant de M — XTI, que le rang v de M — X T est égal & p.
Comparer le polynéme caractéristique de M et le produit eM(X) .- -eg’f (X).
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2. Soient M) et My deux matrices de M, ,(K), on suppose que ces deux matrices sont
semblables, montrer gue les deux matrices My — X T et My — XTI sont K[X]-équivalentes.
En déduire que M; — X1 et My — X T ont les mémes facteurs invariants.

) & ."“'"} [ -
On notera les éléments de K? sous la forme v = (vy,...,v,), en particulier,

—
€1 m(l}...,(}),“.,E—;ﬁ({),...,1)

désigneront les éléments de la base canonique £ de KP. On va considérer le K-espace
vectoriel (K{X])?, dont les éléments sont les p-uplets {a; (X ), ..., a,{X)}}, ot a;(X) € K[X]
pour 1 € ¢ < p. On considérera les éléments de K¥? comme des éléments particuliers de
(K[X])? «indépendants de X» . On définit de plus le produit d'un élément de (K[X])? par
an polyndme d(X) € K[X] par la formule :

bX) (@1(X), -, ap(X)) = (B(X)ar(X), ... H(X)ay(X)) € (KIX?.
Siai(X),...,ap(X) s'écrivent
a(X) =ap+ +ay X+ e X" (X)) =apg o b ap X o 4 ap X7,

on utilisera les notations sulvantes :

y
a

(@X),y. o ap(X)) = ar(X)er ++ Fap(X)epy = a (X) = ag ++ - +ay X7 - 4ap X",

olt a; = (@ij,.-.,ap;). On a donc avec ces notations :

— = —3 — b —
Xfag + -4+, X¥+ o da, XM =ag X + - +a; X7 4+ 4a, X

3. On cousidere un endomorphisme f de KP, dont la matrice par rapport & la base &
est M = (m; ;)1<igp,1¢i<p- On étend f en Pendomorphisme, encore noté f, du K-espace
vectoriel (K[X])?, défini par :

%
L5

)Xj+---+f(

&:;} )X?t-

— — — —
flag +- - +a; X7+ - +an X7) = flao) + -+ F(
On définit enfin une application ¢ : (K[X1) — KP en posant :
— — e oy . — .
plag + - +a; X9+ +a, X =ag + -+ fla; )+ + Fan),

ou fi = fo---of (§ fois).

i} Vérifier que ¢ est un homomorphisme surjectif de K-espaces vectoriels.

i_i"l Vériﬁer_gu’on a la relation suivante, pour tous A{X) et u(X) de K[X], et pour tous
a {X)et b {X) de (K[X])?:

_M....> E}

FONX) @ (X) + a(X) B (X)) = MX)F (@ 00) + w(X)F (T (X))
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-aa 0 _) * - 4 % - r - ra
i) Soit € KP, on peut aussi congidérer v comme un élément «indépendant de X» de
— e

(K[X])¥, comparer f(u } et p{u X).

: — ey — ‘

iv) Montrer que v (X) =1y + v X + -+, X € (K[X])? est dans le noyau de ¢ si, et
. =3 5

seulement. si, il existe w (X) = w+w X + - +w X" € (K[X]}? tel que, en notant

id I'application identique de (K[X}¥ dans lui-méme :

i=n
V() = (f - Xid)(w (X)) = 3 [Flwg) X7 —w; X4,
j=0
- — e
4. On appellera K{X]-base de (K{X])P une famille (7, ,...,8,) d’éléments de (K[X])

— : . .

telle que tout élément o (X) de (K[X1}? ¢’écrive de fagon unique sous la forme
- — -
a (XY=b(X)h + -+ b(X)5,,

Y e 4 — .
ot b1{X),. .., b,(X) € K[X]. Ainsi, (1,...,2, } est une K[X]-base de {K[X])?. De méme,
. . . s ) — o
on appellera K{X]-base de ker(w) une famille {7, ,...,7, ) d’éléments de ker{yp} telle que
tout élément, o (X} de ker{y) s’éerive de fagon unique sous la forme

ey — e
a (X) =Xy + -+ ep(X)wp,
ol e {X), ..., 0p( X} € K[{X].
N, — — L
i) Vérifier que (fgy ) ~ Xe1,..., flgp) — Xep ) est une K[X]-base de ker(p) : on trouve
ainsi que les colonnes de la matrice M — X7 donnent une K[X]-base de ker(yp) en fonction

de la K[X]-base (a} . ,e_p}) de (K[X])?.

it} Montrer que les opérations sur les lignes et les colonnes de la matrice M - XJ
correspondent 3 des changements de K[X|-base de (K[X])? et de ker{y).

_ —
iil) En déduire qu’il existe une KX ]-base (E —o By ) de (K[XDP telle gue
— —
(e{d(‘;{)[ﬁi [EEECREI eﬁ‘{(X)ﬁjD)
sott une K{X|-base de ker(yp).

5. On pose, pour 1 <4 < p, e;w(X} = Xy X e di 1 X — diy.

i : = - oo o

i} Montrer que, st ny = 0, on a {3 ) = 0. 8in; > 0, on pose @{F; ) = 4, , montrer que,
-

d; .

i) Montrer que la famille B suivante est une base de KP :

pour tout entier positif 4, on a {3 X7) = fI(

Be (FE)|1<i<p 0 <ni—1).

On pourra pour cela étudier Pimage par ¢ de Ia famille ([ﬁ- Xi|1<ig<p 0<3).
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6. 8i n; > 0, on appelle mairice compagnon du polyndéme e*(X) la matrice carrée d’ordre

735 suivante :

0 0 - 0 dig
1 6 - © di,l
CM — {0 1 0 (;Eg',g
4

¢ 0 ... 1 dz',n,——i
i} Soit i{g le plus petﬁiﬁ% i tel _{ue n; > 0, montrer que la matrice de [ dang la base
B = (8,..., ffe71{;, $8io414...) est la matrice Mp{f) diagonale par blocs dont les
blocs diagonaux sont les matrices CM, .. C‘;}f .

ii} Montrer que deux matrices M et N de M, ,(K) sont semblables si, et seulement si
les deux matrices M — XT et N — XT ont les mémes facteurs invariants. Ces polyndmes

eM(X}),... ,egf(}(] sont appelés les invariants de similitude de la matrice M.

iii) On rappelle que les invariants de similitude de M vérifient par construction : eM (X)
divise e (X}, pour 1 € i € p — 1. Montrer que eig"f(X) est le polynéme minimal de
I'endomorphisme f.

7. Soit o € K, calculer les invariants de similitude des matrices M et N suivantes. Ces
matrices sont-elles semblables 7

a 1 0 0 a O 0 0
0 o 0 0O CF0 e 00
M=1y o o 1] V=10 0 o 1
0 0 0 o 0 0 0 «




