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i Préambulg

L'objet de ce probleme est d’établir lexistence de sous-espaces vectoriels fermés invariants pour
certaines classes d'opérateurs linéaires sur espace des séries de carré sommable. Le cas des espaces
réels est considéré danx Jes quatre premidres parties. Les deux dernidres parties concernent le cas
complexe.

On notera N, Z, R, C l'ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres réels et des
nombres complexes respectivement. Rt désigne I'ensemble des nombres réels positifs on nuls.

S0t {un)nez une famille de nombres réels ou complexes indexée par Z, telle que les séries

E]“ﬂl et Zl“—n[
et

o],
solent convergentes. On écrit alors que
E [tin} < o0
ned
et de plus 'on note

Les quatre premiéres parties sont, dans une large mesure, indépendantes.
I. Distance & un convexe fermé

On note [2(Z) Fespace vectoriel réel des suites = {(zx)rez de nombres réels indexées par Z telles

que
1/3
- [ Dat| <co
ot

On rappelle que la fonctionnelle définie ci-dessus est une norme sur Pespace 12(2). Pour z € 13(Z)
et y € 1*(Z), on pose

LETY >= Z Tk
ke

On admettra sans justification que l'on définit ainsi un produit scalaire sur [*(Z).
1. Sofent v et v deux éléments de [%(2). Montrer que

o+ vl? + [Ju ~ wff® = 2(ul® + [lo*).

2. L'objet de cette question est de montrer que l'espace i2{Z) est complet pour la norme définie
ci-dessus. Soit (v(n))nzo une suite de Cauchy d'éléments de {*(Z). Etant donné € > 0, il existe
donc N{e) € N tel que si n,I > N{g}, alors

fuin) — vl < &.



a) Montrer qu’alors on &, pour tout k € Z et tous n, 1 = N{e)

fe{n)x —vllef < &

b} Montrer que nl-lﬂo v(n)y == v existe pour tout k € Z.
¢} Montrer qu'il existe K € N tel que

1/2
g Ei

[Z v{N(eNE
|

WK

d} Montrer que pour tout L 2> K, on a

W]
Z vi & 3de.
L

2lkiz K

¢) En déduire que Yon a v € (%), que

Jim Jlu(n} - ol =0

et donc que Pespace I*{2) est complet pour la norme |} - ||

3. Soit € un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de {2(Z). Soit (v{n})nz0 une suite d'éléments
de € telle que

lim o) = d
obv d = inf{ [lvf| ; v € C}.

a} Montrer que pour tous n,l € N, on &

b} Montrer qu'il existe un unique point v € C tel que |jv] = d.

4, On note 8C la frontigre de (| c'est-d-dire l'intersection de ' et de ladhérence de son
compiémentaire 12(Z)\C. On suppose dans cette question que C est un sous-ensemble convexe
fermé non vide de 13(Z), différent de 1'espace I*(Z) tout entier et du singleton {0}.

a) Montrer que P'ensemble 8C\ {0} est non vide.
b) Montrer qu'il existe v € 13(Z) tel que

2
%(”{“) -l < %i"”{ﬂill"‘ + DI - &2,

0<inf{llv—zll; 2 C} <.



¢) En déduire qu'il existe p &€ 8C\{0} tel que

v —pl = inffflv -zl ; z€ C }.

d) Montrer que pour tout g € C, on a
<v=pq-p><0.

Il. Exponentielles d’opérateurs

1. Soit T une epplication lindaire de Pespace 1*(Z) dans Jui-méme. Montrer P'équivalence des trois
conditions suivantes :

(i) T est une application continue en tout point de I%(Z);
(ii} T est continue en 0 ;
(iii) l'ensemble {{|7'()];; #=| < 1} est un sous-ensemble borné de R.

On désigne par L{I*(Z)) Pensemble des applications linSaires continues de {2(Z) dans lui-méme.
Pour T' € L{*(2)), on pose || T}z = sup{}§iT(z)(; fi=| < 1}.

2. a) Montrer que L(*(Z)) est un espace vectariel et que la fonctionnelle i+ llo est une norme sur
L2y,

b} Sait (Tn)nzo une suite de Cauchy dang Pespace L{i?{Z)) normé par || - |z, Montrer que pour
tout © € I*(Z}, Ia suite (Ta(2))npo est une suite de Cauchy de [2(2).

¢) En dédvuire que I'espace L{I*(Z))} est complet pour la norme [[- ).

3. Soient 8 ot T € L{I*(Z)). On note T'8 Pélément de L{12(Z)) obtenu en composant S avec T ;ona
donc T8 = T'0 8. Soit J € L(1%(Z)) Papplication identité définie par J{z) = = pour tout z ¢ 13(Z).
Pour tout T € LI*(Z)), on définit 7 par réeurrence sur j & N, par 70 = I ot T+ =TT,

a} Montrer que Pon a [T'S|; < JT)L(IS][2.

b) Pour tout entier X > 0, on pose
J=K 4
Sx(T) =3 =19
=0 7’

Montrer que la suite (Sx{T')) ko converge dens Pespace L(12(Z)).

¢} On pose
X]im S (T} = Exp{T).
=

Montrer que si A et B sont deux lémente de L{i2(Z)) tels que AB = BA, alors
Exp{A + B) = Exp(A)Exp{B)
{on pourra établir tout d’abord V'inégalité suivante :

kwn ; fmn o l=n 1 j=n 1 f=n o kan o .
2 @A+ B =TS TBY < [ S siab | {5081 ) - 3 o (14l + |1BEL)Y).
kw( k! F=0 J: 120 Ul L F=e0 K {eml t ks k!




IIL. Cénes fermés et sous-algébres

On appellera sous-algdbre de L{I%(Z)) un sous-espace vectoriel A de L{I3(Z)) tel que pour tout
couple (8, T) d'éléments de A, on a STeA.

1. Soit I I'ensemble constitué des applications linéaires 7 telles qu'il existe une suite bornée (tkdke
de nombres réels telle que, pour tout v = (1) € I*(Z), on a

Tlo) =ty

pour tout k € Z. Montrer que D est une sous-algdbre de L{I*(Z)).
9. On note P le sous-ensereble de I*(%) défini par

P = {v = () € B(Z); wm € R* pour tout k € Z}.

Seit T € L(1*{Z)). Montrer 'éguivalence des deux conditions suivantes :
MHTeh
(i}  existe A € Rt tel que pour tout # € P, on sit da-T(xye Pet e+ T(x) € P.

3. Plus généralement, on appelle cdne fermé un sous-ensemble convexe fermé Q de [*(Z) tel que
pour tout z € § et tout £ € RY, on a (tz) € Q. On note

Ag = {T & L(I*(2)) ; il existe A € R* tel que Az—T{z) € Q et Az +T(z) & @ pour tout z € Q}.

Monirer que Ag est une sous-algtbre de L({*(Z)).

4. Soit £ un cdne fermé.

a) Montrer que si § € L{I3(Z)) satisfait 5(Q) € @, alora Exp(SY{(Q) € Q-
b) En déduire que 5i T € Ag, alors Exp(T}{Q) € Q.

IV. Construction de sous-espaces invariants

Soit A une sous-algdbre de L{12(Z)). On fait hypothese suivante, notée (H) :

1l existe un convexe fermé Co de (2(2), différent de I'espace §*(Z) tout entier et du singleton {0},
tel que pour tout T € A, on a Exp(THCo) € Cb.

1. Montrer que si  est un cbne fermé différent de l'aspace {*(Z) tout entier et du singleton {0},
l'algdbre Ay satisfait ’hypothése (H},

2. a) Montrer qu'fl existe p € Co\{0} et w € P(ZN\{0} tels que < w,z—p >< 0 pour tout z € Co
(on utilisera la question 1.4.4).

Pour tout T € A, on définit une fonction ¢y de R dans R par

$r(s) =< w,Exp(sT)(z} > .



b) Montrer que ¢ est une fonction développable en série entitre.

¢} Montrer que ¢r(s) < ¢r(0) pour tout 2 € R.

d) En déduire que < w,T{p) >=0 pour tout T € A.

On continue & désigner par p le vecteur obterm dans cette question, jusqu'a la fin de la partie IV,

3. Montrer que ¢'i existe T € A tel que T{p) # 0, alors I'adhérence M de 'espace
Mo = {T{(p); T € A} est un sous-espace vectoriel fermé, distinct de 'espace {2(Z) tout entier et
du singleton {0}, tel que T(M) C M pour tout T ¢ A,

4. Montrer que si T(p) = 0 pour tout T" & A, la droite vectorielle D engendrée par {p} vérifie que
(D) C D pour tout T € A.

5. En déduire que si A est une sous-algébre qui satisfait (H), alors il existe un sous-espace vectoriel
fermé V7, distinet de V'espace [*(Z) tout entler et du singleton {0}, tel que T{V) C V pour tout
TeA,

V. Bous-espaces bi-invariants de shifis & poids

On note 1£(Z) 1'espace vectoriel complexe des suites 2 = (2x)rez de nombres complexes indexées

par Z telles que
1/2
|l = Lg |ﬂ«'k|2] < o0,
z

On rappelle qus Is foncifonnelle définie ci-dessus est une norme sur Pespace {5(2). Pour z € I4(Z)
et y € 14(2), on pose

LB Y >z kayk'
ke

On admettra sans justification que Pon définit ainsi un prodult scalaire hermitien sur 1%(2).
Solt {Ax)rcz une suite de nombres réels vérifiant la propriété suivante, notée (B) :

0 < inf{i; k€ Z} € sup{is; ke 2} < oo, (B}

1. Pour 2 = (z4) € I&{Z}, on définit une suite 8{x) de nombres complexes indexée par Z en posant
pour tout k€ Z,
Sk = Ae-12x-1

Dans le cas particulier olt Ag = 3 pour tout k € Z, on définit S par
Si(z)k = zx—1- |
Soit (M)xez upe suite de nombres réels satisfaisant (B), et solt § i’opémteur correspondant.

Montrer que § définit une application inéaire continue inversible de i4(Z) sur IL(2}, dont Pinverse
- 51 est dgalement contin.



2. On définit une guite {wi)rez de la fagon suivante
() wy=1;

(ii) Pour tout & ¢ 2, ‘{E—l = Ag.

Soit F 'espace vectoriel des suites ¥ = (yx)rez de nombres complexes indexées par 2 telles gue
{k:  # 0} soit fini. On considire Vapplication linéaire W : F » F définie par

Wl = wiys
E pour tout k € Z. Montrer que
SW{y) = WS (y)
pour tout y € I,

3. On suppose, dans cette question ot jusqu’s la fin de 1a partie V, que pour tout & > 0,ona -

Acker = (A},

a. Montrer que wy, = w._, pour tout k € Z,

b.Boit E={zgI}(2); xop = T pour tout k ¢ 2}, Montrer que la famille (£(4));ez de vecteurs
de E définie par :

(0o =1,8(0) =0 sinon,

() 8133 1, #(5)s = 7 s b = s, )y = 0 simon,

(iif) si § € —1, &(4)s = % 6 k= 5, 8(4) = ';“% s k = ~j, £(j) = 0 sinon,
et orthonormée, En déduire que E est un espace vectorie] réel isométrique & |’

espace 1%(Z).
4. Pour tout y = (g )rez € F, on note ¥ le polyndme frigonométrique défini par

F) =3 yet™.
ket

Montrer qu'alors y € E si et senlement st J(
5. On définit les applications lndaires

t) € R pour tout t ¢ R..

C=is+57
et {

= e - o=l

D= (55

&. Montrer que C(E) C E ot que D(F) C E.



b. On pose
P={W(y); yeFet VteR, §t)c R},

Montrer que P € E et que, pour tout » = {#x)}iez de P, onaz =0
Etahiizf que (I — C){P) C P, que (I + CYP) ¢ P, que (I ~ DYP) c Petgue(l+D)P)CP.

c. En dédnire qu'il existe un sous-espace vectoriel fermé M de E, distinct de {0} et de I'espace E,
tel que (M) C M et D(M) C M (on utilisera en particulier les questions IIL.4 et IV, 5},

8. a. Montrer que si (x,v) ¢ E?, on a Ju + iu|[? = [jul? + [v]2.

b. On pose J = {u-+iv; (u,v) € M?*}. Montrer que J est un sous-espace vectoriel fermé de espace
vectoriel complexe I3,(Z), distincs de {0} ot de (2}, tel que S(N C J et S™HI) ¢ J.

Y1 Sous-espaces bi-invariants fonctiongels.

On garde les notations et Jes hypothises de la partie V, questions 1 et 2. On suppose & préseat que

‘ Zw;;"2<oo.

ke

1. Montrer que pour tout = € I3(2), on a

Z izl < oo.

*EZ
2. Pour tout z € IL,(Z) et tout ¢t € R, on pose

Qz}t) =) wp " ape™
ke

et pour tout £y € R, on définit
My, = {z € 15(Z) ; a)(to) = 0}
Montrer que Mj, est un sous-espace fermé de 13,(Z), distinct de {0} et de I'espace I4,(%) tout entier.

3. Montrer que S{M,} € M\, et que -} (M) ¢ M,,.

4. Montrer qu'il n'existe pas de sous-espace de dimension finie X de 1%.(Z) distinct de {0} tel que
S(X)CX. : .




