Introduction et notations

Ce texte d’analyse fonctionnelle a pour objet I'étude de quelques propriétés des séries trigonométriques ; il
se conclut par une application & la résolution d'un probléme de DIRICHLET par une approche variationnelle,
{partie ITE).
Dans tout ce qui suit on note :

- €([0, ], R) le R-espace vectoriel des applications continues du segment [0, 7] dans R ;

— E le R-espace vectoriel des applications f de [0, 7] dans R, continues, de classe €! par morceaux et
vérifiant £(0) = f(x) =0;
Pour f appartenant & E on convient de désigner par £’ la fonction définie sur [0, #] par
— sienx de [0, 7] £ est dérivable, alors f(x) est le nombre dérivé de f en ce point;
— sienx de [0,x] f n’est pas dérivable, alors f/(x) = 0;

[» =]
— £; le R-espace vectoriel des suites (¢r4),31de nombres réels telles que la série Y a? converge;

#=x]
On rappelle que, si @ = (@n)ax1 et § = (B,)n3 sont deux éléments de /2, la série de terme général
(@:Br)nz1 est absolument convergente. De plus I’application (@ p) =< a,f >= Y @nf, estun

=1
uit scalaire sur £2 et £2 est complet pour la Nnommne associde A ce nit scalaire ;
R R plet po

~ pour tout entier n 2 1, par ¢, I’6lément de E défini par ¢, (x) = sinnx.

Partie 1: Questions préliminaires. Exemples

A, Un lemme de CANTOR

Soient {@a) a1 et (bp)pz) deux suites de nombres réals. Pour tout x de R et pour tout entier n 2> 1 on pose
fa(x) = a, cos nx+by sinnx, et on suppose que pour tout x réel la suite (£, (x)) converge vers 0. On se propose
de montrer que les suites (a,) et (b,) ont pour limite 0 en +o00.

1. Montrer que a, ;::00. En déduire que, pour tout x de R, &, sinnx o 0.
2. Dans cette question, on propose denx méthodes pour montrer que la suite (b,) a pour limite 0 en 400

(a) Raisonnement par I'absurde
On suppose que la suite (b,) ne converge pas vers 0.

i. Montrer qu'il existe un réel stricternent positif £ et une sous suite (by,) de la suite (b,) tels que
ny > et que Ion git, pour tout entier &, |b,, | 2 £ et ngs; = ;. '

" . . . 5
1. Construire pour tout entier & un intervaile [ay, £;] de la forme a; = —'E- o, by = -g— +pem,
avec py € Z, tel que si J, = ;l»-[a*,b;] I"on ait, pour tout entier &, Jiy1 C Jy. Vérifier que
N :
1
|sinmx| = 5 pour tout x de J.

iii, Etablir que P’intersection [ Ji n'est pas vide, et conclure & une contradiction.
k2!



(b) Intervention du calcul intégral
x
i. Calculer f (by sinnx)*d x.
0

ii. Conclure dans le cas ol {a suite (b,) est bornée.

iii, Dans le cas général, on pose b, = inf(1, |b,|). Vérifier que, pourtout x de R, b, sinnx n—:;(]
Conclure.

B. L’espace H

1. (a) Soient @ = (try)a1 un élément de L’i et x un élément de [0, ]. Montrer que la série de terme

général Efe, (x) converge absolument (on pourra utiliser I'inégalité ab < %(az + b%) pour deux
nombres réels a et &).

o5

(b) On pose B{@)(x) = 3 i——“ca (x). Montrer que I’on définit ainsi une application 6 ds £
=}
dans 6((0, %, R).

(c) Etablir que & est linéaire et injective.
Dans toute la suite on notera H 1"image de 8, et || - 1 Ia norme définie sur H, pour f = &(ax), par

= +]
Ufflz = 1( Y. a?. Vérifier que H est complet pour cette norme.
R=l

2. Etablir I"inclusion £ C H. (On pourra montrer que tout élément f de E est la restriction 2 {0, x] d'une
unique fonction f 2-périodique et impaire, de classe 6! par morceaux, et développer f en série de
FOURIER).

3. Montrer que |'application qui 2 un couple (f, g) d'él€ments de E associe le nombre

2 /7,
9= [ rodo

est un produit scalaire sur E. Vérifier que la norme associée & ce produit scalaire coincide avec la restric-
tiona Ede |- Y.

Montrer que E est dense dans H pour la topelogie associée 2 lanorme | - Ly
4. Pour f dans H,onpose | fli = sup [f(x}l.

x€[0,x]

(a) Prouver "existence d'une constante k telle que P'on ait I'inégalité, valable pour tout fdeH:

(%) VieH, [fle<kifly.
(b) Pour tout élément a de 10, xr [, on désigne par k, I'élément de E défini en tout x par
e si x€a
Ro(x) =4 gy . En appliquant I’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au produit sca-
si x>a

T -—~a
laire (f }hs), pour f dans E, montrer que la plus petite vaieur de & telle gue 'on ait (+) est x/v/8.

5. On se propose de démontrer que si F est une application de classe ¢ de R dans R telle que F(0) =0,
etsi f estun éiément de H, alors F o f appartient & H.
Scient f un éément de H et (f,) une suite d’éléments de E convergeant vers f au sens de la norme
fi - 1. On pose gn = F o fp.



(a) Vérifier que la suite (|| f, | ,.) st bornée,

On note A un réel vérifiant || f, ]|, < A pour tout », puis My = sup {F/(#)| et My = sup |F* (@),
n€a

(b) Etablir que, pour tous p, g dans N, on a I'inégalité :

gy —8elly < (%MZIIfF“H +M1) o — fel

{c)} Conclure.

(d) En déduire que H est une algdbre, i.e. que le produit fg de deux éiéments f et g do H estun
élément de H . (On pourra utiliser la relation 4fg = (f +2)% — (f — £}

Partie II : Psendo-dérivée seconde au sens de SCHWARZ

Si f est une application continue de R dans R, on dit que f admet au point x une dérivée seconde au sens de

SCHWARZ si, et seulement si, R l&n;ﬂ fa+h+ fi;" b —27(0) existe ; dans ce cas la limite est notée
FOwm.

1. Montrer que si f est deux fois dérivable sur R, £¢(x) existe en tout x de R, et en donner la valeur.

2. Soit f une application de R dans R possédant en tout x de R une pseudo-dérivée seconde au sens de
SCHWARZ nulle,

(a) Soient g et b des réels tels que a < b, £ un réel strictement positif. On pose

i) (b) f (a)

plx) = fx) - fla) — {x = @) —2(x — a}(b — x}

Vérifier que la fonction @ est continue et que @(a} = @(b) = 0. Calculer s
Montrer que @ ne peut avoir de maximum strictement positif sur [a, &].
(b) En déduire que f est affine.

3, Soient {@y)nz1 €t (Bx)ay: deux suites de réels tels que la série de fonctions de terme géndral
(an cOS X + by, sinnx}, 31 converge simplement sur R vers une fonction £ continue sur R. On pose alors

X a,cosnx+ b, sinnx
F{I)=—z H ~ "

=l

¢a) Justifier I’existence de F sur R et prouver sa continuité.
(b) Pour x dans R et iz > 0 on pose

F(x+h)+F(x-h)-—2F(.r)_
h?

@ =1, wx)= :’%rsil:l2 (%) six#0 et Alxh)=

Vérifier la relation o
A(x, h) = ¥ (ay cos nx + by sin nx)u(nk).

n=]

{c) Sil’on pose So(x) =0et Su(x) = Z ai coskx + by sinkx pour n 2= 1, justifier I'égalité
k=t

Alx, Y — f(x) = 3 [Salx) — f ()] [e(nh) — u((n + D)R)].
nal)



{(n+1h
(@ i Envemarquant que u{(n + 1}h) ~ u(nh) = f u'(x) d x, déduire de ce qui précéde que,
h
pour tout réel x, F(x) existe et vaut £(x).

it. Montrer que 1'application qui au réel x associe f (x — £)F (1) d1 est de classe €2 et calculer
sa dérivée seconde.
iii. Prouver finatement 1'existence de réels o et g tels gue pour tout réel x I'on ait

F)=ax+8+ f(x — )£ () ds.

(¢) En utilisant ce qui précide, établir que les suites (a,) ot (b} sont les coefficients de FOURIER de
f.i.e quepourtoutn :

T
2y %[N fx)cosaxdx et bym= i*f fx)sinnxdx.
- =T

Partic IIT : Application & un problame variationnel

On désigne par Ep le sous-espace vectoriel de E des applications v de [0, 7] dans R, de classe €1 ot vérifiant
vi0) = v(T) = 0. :

On considire une application continue f de [0, ] dans R telle que, pour tout x de [0, 7],

Fix) = § by, sinnx

nol

ott (by)n31 est une suite de nombres réels.

i.

Montrer que, pour tout x de R, la série de terme général (b, sinnx}),) est convergente, et que sa somme
cofncide avec 1'unique application fdeRdans R, impaire, 2 -périodique et prolongeant f.
Justifier que, pour tout entier 5 2> 1

2 X
bnw--/ F(x)sinnxdx.
7z Jo

Le probiéme variationnel
On désigne par J : E¢ — R la fonctionneile définie par

Wwe Ey, J)= 5 fo [V ()2 + (véx))*1dx — fo " Flxvix)dx,

et on 8'intéresse an probléme de minimisation suivant :
(P) Trouver u € Eg tel que, pour tout v € Eq, J ) < J ().
Etablir, pour tout t de R et tous u, v de Ey, Iidentité suivante :

T — D +1v) +’“;”

f: [0/ () — /()2 + (k) — w2 dx = (1 = DT ) +1J ).

Unicizé de la solwion du probléme (F)
Déduire de la question précédente que si 47 et up sont solutions de (P), alors :

./n [G] (x) = W (x* + Gy (%) — #(x))*1dx = 0

ct, par suite, 1y = uz.



4, Caractérisation des solutions de (P)
{a} Montrer que pour tous , v de Ey, 'on a, pour tout réel ¢ :

2 pm
Jlu+rv) = J(u) +1t ./w(u"(x)v’(x) + u(x)vix) — fFx(x))dx + -r-i— f (v'z(x) 4 vz(x)) dx.
0 0
(b) En déduire que, pour # dans Ep, u est solution de (P) si, et seulement si, ¢ vérifie :
(P) Yy € Ey, fx(u"(x)v.'(x) +u{x)v(x))dx = /x Fxw(x)dx
o 0

5. Existence d'une solution de (P)
(a) Soit u une solution de (£). Déduire de 1a question précédente que nécessairement, pour tout entier

.ﬂ.?!:
2/&
5

(b) Pour tont x de R, on pose &(x) = sm nx. En écrivant

2

uni
- = bn
Uix) = —= sinnx — sinnx
W=Z5 51 2m*H)

montrer que i est de classe €2 sur R, 27 -périodique et vérifie :

{ - t+idi=f
) =) =0

{c} En déduire que la restriction # de # A [0, 7] est de classe €2 sur [0, ] et est solution, sur cet
intervalle, du probléme de DIRICHLET ;

—u't+u=f
() {u(ﬁ) =u(x) =0

(d) Montrer que u# est solution de (P7), et donc de (P).




